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Matematicas Il

Unidad

Geometria elemental

@ Leccion 1: Congruencia de tridngulos

® Leccion 2: Semejanza de tridngulos

(330 a.c. =275

{Algo de historia}

Euclides fue un matematico griego, se conoce muy poco de su
vida, sin embargo por su legado es considerado como uno de los
mateméticos mas famosos de su época junto a Apolonio y Arqui-
medes. Euclides fundé una escuela de matemética en Alejandria
la cual durante varios afios se consideré una de las mas célebres

del mundo.

El nombre de Euclides esta ligado a la geometria, al escribir su
famosa obra llamada Elementos, estd compuesta por 13 libros en
las cuales se explican las bases de la geometria.

La influencia de los Elementos de Euclides fue muy fuerte, convir-
tiéndolo en texto ejemplar en la ensefianza inicial de la matema-
tica, conservando la vigencia en nuestro tiempo.

Los primeros seis libros tratan sobre lo que hoy se conoce como geometria plana o elemen-
tal, en los libros séptimo al décimo se estudian temas relacionados con la teoria de nimeros
y los tres restantes tratan los temas de los sélidos, culminando con la construccion de los
cinco poliedros regulares y sus esferas circunscritas. Esta obra generé muchas discusiones
posteriores por diferentes matematicos los cuales llegaron a confirmar la veracidad de la
misma, de igual forma ha sido de mucha ayuda en diferentes campos de la ciencia como ser
fisica, quimica, astronomia, ingenieria entre otros.

Fuente: http://www.biografiasyvidas.com/biografia/e/euclides.htm




Leccién 1. Congruencia de Tridngulos

Clase 1. Criterios de congruencia de tridngulos
[A]

Congruencia de triangulo %
En una congr i
Bruencja de

.. ..
é’\‘ Ejerciciol.1. Encuentre las parejas de tridngulos congruentes.
Una

a triangulos se g,
) B 0 6 _ . correspondencia entre
/] />\ - y énEUIOS
0° 50°__ 79 ’
5 4 ;

En la congruencia

E Y

B B,

€) f) o h) o3
3 X s I 4(]1
. ° 00 A C A’ C
7 6

AABC = AA'B'C’ Se .

w

Pareja 1: Pareja 2: Pareja 3: .
P ’ o Correspondencij

Criterio: Criterio: Criterio: ) .p €ncia en.

— tre vertices
[N ]

( . . . . . A © A ; B L B" 1]
Dos triangulos son congruentes si satisfacen uno de los siguientes ; ; C <">'C
criterios: Lados correspondiep-

tes de tridngulos con.
gruentes son congryen-
tes

a) Los tres lados son respectivamente congruentes (LLL).
b) Dos lados y el dngulo comprendido entre ellos son respectiva-
mente congruentes (LAL).

3 : i AB = A'B’

c) Un lado y los dos dngulos adyacentes a él son respectivamente i
congruentes (ALA). ) BC=B'C
AC=RAT

& .. ..

C\ Ejercicio 1.2.

a) Para cada par de triangulos dibujados a continuacion diga cudl es el
criterio de congruencia.

gruentes
a.l a.2 a.3 A= /N
/B= /B

*Los angulos corres-
pondientes son con-

LC=4LC

b) En la figura AE interseca a BD en C tal que AC = EC y BC = DC. Demues-
trequeel LA= LE. D E

2 Unidad | » Leccion 1 e Clase 1. Criterios de cangruencia de tridngulos



c) La figura ABCD es un cuadrildtero donde
AB = CD;BC= DA.

Demuestre que AABC = ACDA

d) En el tridngulo isésceles AABC, hay dos

CD entonces BF = CF

e) En la figura las rectas AB y DC son
paralelas, DA biseca el ZBDE y BC
biseca el ZDBF. Demuestre:
el. ADAB = ABCD

%

34 C
A
puntos DyEenloslados Os congruentes ABy
AC respectivamente y BD = CE. D E
Demuestre que:
dl. BE= CD.
d2. Si F es el punto donde se cortan BE y B C
A B F

e2.AD || BC

Aplicacion de congruencia a los cuadrilateros

A D
& Ejercicio 1.3. Demuestre que los la-
dos opuestos de un paralelogramo son
congruentes. Llene las casillas en blanco. B ¢

Proposicion Justificacion

1. En el AABCy ACDA, | |
el ZBAC= LDCAy
LBCA = £DAC

2. TA=AC l |
3. AABC = ACDA Criterio D de congruen-

cia de triangulos
[ ]
1

Congruencia de tridngulos

n

»
al 3l
0

Teorema 1.1
Los lados opuestos de un paralelogramo son congruentes.

En triangulo isdsceles
los dngulos opuestos a
los lados congruentes
son congruentes y vice-
versa.

(B] &

é;\? Ejercicio 1.4. En el cuadrilatero ABCD, AD = BCy AB = DC.
Demuestre lo siguiente: A

a) Los triangulos AABC y ACDA son congruentes
b)AD || BC y AB || DC

La relacion de los an-
gulos que se forman
cuando se tiene dos
rectas paralelas y una
transversal.

Unidad | « Leccidn 1 » Clase 1. Criterios de congruencia de triangulos 3



Clase 2. Caracteristicas de los cuadrilateros

Condiciones suficientes para ser paralelogramo A D

@ Ejemplo 1.1. Demuestre que un cuadrildte-
ro cuyos lados opuestos son congruentes es un

paralelogramo. B C
Proposicién Justificacion -
1. En el AABCy ACDA Hipdtesis
AB = E; D—A =BC
2. CA=AC Congruencia de un mismo
segmento
3. AABC = ACDA Por criterio LLL
4. LCAB= LACD Por 3, Congruencia de tridn-
LBCA = £/DAC gulos
5.AB|| CDy BC|| DA Angulos alternos internos y 4
6. ABCD es un paralelogramo. | Por5
r o

Teorema 1.2
Condiciones suficientes para ser un paralelogramo
Un cuadrilatero es un paralelogramo si cumple una de las siguientes
condiciones:
a) Dos pares de lados opuestos son paralelos.
b) Dos pares de lados opuestos son congruentes.
c) Dos pares de angulos opuestos son congruentes.
d) Las diagonales se cortan en el punto medio.

e) Los angulos consecutivos son suplementarios.

S

&4 Ejercicio 1.5.

a) Demuestre las condiciones ¢, d y e para que un cuadrildtero sea un
paralelogramo.

b) En el dibujo los puntos E y F estén en la diagonal A D

BD del paralelogramo ABCD y distan lo mismo

de los vértices B y D respectivamente. Demues-

tre que el cuadrildtero AECF es un paralelogra- g C
mo.

c) Se toman 4 puntos E, F, G y H en los lados AB, A
BC, CD y DA del paralelogramo ABCD de modo
que AE = CG y BF = DH. Demuestre que EFGHes  E
un paralelogramo.

o=}
-
(@)

4 Unidad | = Leccién 1  Clase 2. Caracteristicas de los cuadrildteros

[A]

un cuadrildterg Qe S
ne dos pares de Iads.
opuestos parale|gg

@
Tenga en cuenta las
condiciones de sufi-
ciencia para ser un pa-
ralelogramo para de-
mostrar by c.



Rectangulos rombos y cuadrados

O
C\ Ejercicio 1.6. Demuestre que un cuadrilatero
cuyas diagonales son congruentes y se cortan en el
punto medio es un rectdngulo. Llene las casillas en

blanco.

Proposicion

Justificaciéon

1. PA=PB=PC=PD

Hipotesis

2. APAB, APBC, APCD, APDA | [ ]
son triangulos
3. APAD = APBC B |
APAB = APCD
a. mepand )= J=[Jy [ L B
mepa =)= ][]
mZCDA = 90°
6. ABCD es un rectangulo. L |
- Lo
Teorema 1.3
Las diagonales de los:
Rectangulos son congruentes y se cortan en el punto medio.
Rombos son perpendiculares y se cortan en el punto medio.
Cuadrados son congruentes y perpendiculares y se cortan en el
punto medio. )

S ...

X Eercicio 1.7.

a) Demostrar que, si en un cuadrildtero las diagonales son perpendicu-
lares, congruentes y se cortan en el punto medio entonces este es un

cuadrado.

b) Demuestre que el cuadrilatero cuyas diagonales son perpendicularesy

se cortan en el punto medio es un rombo.

[B]

&

Un rectangulo es un
cuadrildtero que tiene
cuatro angulos rectos.

B
Es importante saber

que:
Todo cuadrado es un

rectangulo.
Todo cuadrado es un

rombo.
La inversa no se cum-

ple.

Unidad | « Leccidn 1  Clase 2. Caracteristicas de los cuadrilateros 5



Clase 3, Teorema de los dos puntos

& Ejercicio 1.8,
Construya:
* Dibuje un AABC

* Marque los puntos medios de AB y BC,

Nombrindolos co
* Trace DE

Mo Dy E respectivamente

Verifique:
« DE || AC
e Compare DE con

El resultado anterior se cumple por el siguiente teorema.

e ———

respecto a AC.

Teorema 14

DE =% AC.

Teorema de los dos puntos

E_nel AABC, Dy E son los puntos medios de AB y D
BC respectivamente, entonces BE || ACy

(@)

A

/

Q Eiemplo 1.2. Demostracion de Teorema 1.4. Utilice la siguiente
construccion auxiliar: Sea F el punto que pertenece a la prolongacion de
DE tal que DE = EF, tal como se muestra en Ia figura.

1) DE || AC 2) DE= 2 AC
Proposicién Justificacién Proposicion | Justificacion
1. BD=DA Hipotesis 1. DF=2DE |E es punto
2. BE=EC Hipotesis medio
3. DE=FF Hipdtesis 2. DF = AC ADFC es un
4. Eesel punto me- | Por2y3 paralelogra-
dio de BCy DF mo
5. BDCF es un para- | Por 4 y condicion 3. 2DE=AC | Porly2
lelogramo de suficiencia de
. paralelogramos 4. DE= % AC | Por3
6. BD=FC Por 5
7. DA=FC Por1y6
8. ADFC es un para- | Por 5, 7 y condi-
lelogramo cion de suficiencia
de paralelogramos
9. DE || AC Por 8 y definicién

de paralelogramo

& Ejercicio 1.9. En el APQR, A y B son los
puntos medios de PQ y RQ respectivamente.
Si RP =16, m4P = 58° y m£Q = 38°, obtenga

ABy m/BAQ.

6 Unidad | » Leccidn 1 « Clase 3. Teorema de los dos puntos

[A]
En el Fla———
En el Ejercicig 1.8 E,,

» Utj[;
ce regla para g "

cionesy escuadryg, -

bee ar
verificar el para"ﬂismoa

(]

Para realizar las demgs.
traciones, debe anali.
zar los teoremas de |3
leccién anterior sobre
congruencia de trign-
gulos y sobre cuadril3-
teros.

|
{
i
|
]
[
\
|
|
]
|
f
\



& -
(\ Ejercicio 1.10. Demuestre que el

cuadrildtero que se obtiene uniendo los
puntos medios de cada lado de cualquier

cuadrildtero es un paralelogramo. Llene las
casillas en blanco.

Proposicion

B

Justificacion

EH || FG

E, F, Gy H son puntos medios Hipdtesis
En el AABD, EH || BD [ Il
EnelABCD, [ | Teorema 1.4

lgualando paso 2y 3

En AACD, HG || AC |

L ]

.HG || FF

N o UV A WM P

Teorema 1.4

lgualando paso 5y 6

. EFGH es un paralelogramo. |

6\? Ejercicio 1.11.

En el dibujo AB = DCy los puntos E y F son los puntos medios de los lados
AD y BCrespectivamente. El punto G es el punto medio de la diagonal AC, B

¢Qué tipo de tridngulo es AEFG?

Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz

Propiedad de la mediatriz

&? Ejercicio 1.12.

Construya:

e Trace un segmento, AB

e Trace la mediatriz de AB

* Coloque un punto P sobre la mediatriz,
no colinealconAyB

Lo anterior es una propiedad.

Verifique:
 Compare PA con PB

f

Teorema 1.5 Propiedad de la mediatriz fp

La recta £ es la mediatriz de AB. N

1) SiP esta en ¢, entonces PA = PB //‘X ”\\

2) SiPA=PB, entonces P estd en €. AT iC = B
;
e

4
Para los ejercicios 1.10
y 1.11: Aplique el teo-
rema de los dos puntos
a los triangulos que se
forman con las diago-
nales.

[A]

Construccidn

%
La mediatriz de un seg-
mento es la recta per-
pendicular al segmento
en su punto medio.

Unidad | » Leccion 1 « Clase 4, 5 y 6. Propiedad de la mediatriz 7
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=

—

Demostracién: Jestre que si
1) Si P estd en €, PA = PB 2) g:f: 0B, entonces Para la parte 2) de\b\
Proposicién Justificacion P ests {,: llegar a demostrar N
1. AC=BC Por ser C punto medio raf:gpnt_oge"'o Y que
2. LACP= £BCP | Perpendicularidad (an- = £BCP=ggo
_ gulos rectos).
3. PC=PC Congruencia del mis-
mo segmento
4. APAC = APBC Por1,2,3ylLAL
5. PA=PB Por 4 y ser lados co-
rrespondientes. 5

o
é,\ Ejercicio 1.13. ?/
a) Si D es el punto medio de BC y AD .L BC, demuestre A D En los ejercicios a ;F
que el AABC es issceles. G no utilice Congfuencia,
5 de triangulos en |3 de-
H

b) En la figura, GE = KE, GM = KM y H &—M mostracion, emplee |

estad en EM. Demostrar que GH = KH. propiedad de la medi,.
K D
E@C
A G B

triz.

c) En la figura, AE = BC, ED = CD, G es el punto
mediode ABy ZE= £C.
Demostrar que DG L AB.

. B [B]
Circuncentro de un triangulo
Construccion
6\? Ejercicio 1.14.
a) Construya el AABC

b) Trace las mediatrices de los lados del AABC.
c) éQué observa respecto a las mediatrices? ¢ Coinciden en un punto?

&

Dos o mas rectas son
concurrentes si hay un
solo punto que esta en
todas ellas.

[

f Teorema 1.6. Concurrencia de las

AR B )
mediatrices. 3
Las mediatrices de los lados de un €:
triangulo son concurrentes. Su punto de
A * J =—C

concurrencia equidista de los vértices
del tridangulo. /

J

é,\“? Ejercicio 1.15. Demuestre el teorema
anterior considerando a P como punto de
interseccion de €,y €, aplicando la propiedad
de la mediatriz debe concluir que P también
esta en €3y que PA=PB =PC.

8 Unidad I = Leccién 1 » Clase 4, 5 y 6. Propiedad de la mediatriz



%
éf\ Ejercicio 1.16.

Utilice la construccidn del Ejercicio 1.14 y nombre con P el punto de in-

terseccion de las mediatrices y trace una circunferencia con centroen Py
con radio PA.

1) ¢Qué observa con respecto a la circunferencia y los vértices del trian-
gulo?

2) {Cémo se llama este tipo de circunferencia?

Al punto P se le llama Circuncentro.

Definicién 1.1
El punto de concurrencia de las mediatrices de los lados de un
triangulo se llama circuncentro del tridangulo.

&? Ejercicio 1.17.

a) Construya un triangulo acutangulo, obtusangulo y rectangulo; y la cir-
cunferencia circunscrita a cada uno. Compare la ubicacién del circun-
centro en cada caso.

b) ¢Cémo ha de ser el tridngulo para que el circuncentro se sitie en uno
de sus lados? Cuando eso sucede, ¢con qué punto coincide el circun-
centro? ¢Por qué?

Ortocentro

é)\ Ejercicio 1.18. Para cada uno de los siguientes triangulos se han
trazado sus tres alturas.

N
[y
LI

a) ¢Qué tienen en comun los tres triangulos?

b) ¢En qué tipo de triangulos las alturas se intersecan en un vértice?

c) ¢éEn qué tipo de tridngulos las alturas se intersecan en el interior del
triangulo? éEn cudl se intersecan en el exterior?

Ese punto se llama Ortocentro.

Teorema 1.7. Concurencia de las alturas.
Las tres alturas de un tridngulo son concurentes en un punto llamado

Ortocentro.

%

Circunferencia
circunscrita.

Es la circunferencia que
pasa por los tres verti-
ces del triangulo

[c]

&

Una altura de un trian-
gulo es el segmento
perpendicular  desde
un vértice a la recta
que contiene el lado
opuesto.

Unidad | » Leccion 1  Clase 4, 5 y 6. Propiedad de la mediatriz 9



& Ejercicio 1.19.

Demuestre el teorema anterior.

Considere Ia siguiente construccién auxiliar:

En el AABC, por cada vértice se trazé una paralela al 1ad
mando el ADEF. Demuestre que las mediatrices de los lados
las tres alturas del AABC.

Utilice las condiciones para ser paralelogramo.

del ADEF son

Clase 7 y 8. Bisectriz

& Ejercicio 1.20.

Construya:

a) Dibuje el ZABC y trace su bisectriz.

b) Marque el punto P en Ia bisectriz.

¢) Desde P, trace segmentos que sean
perpendiculares a los lados BA y BC.

d) Nombre los puntos de interseccion
comoKylL.

Verifique: _
Compare la Iongitud_t_j_e KP
con respecto a la de LP.

El resultado anterior se cumple el siguiente teorema:

[ 2N
([ A
Teorema 1.8. Propiedad de bisectriz de K
un angulo.
El punto P esta en el interior de ZABC. B B
P equidista de BA y BC siy sélo si BP
es la bisectriz del £ZABC. L
C _
Demostracion: -
Si Ky L equidistan de P, entonces BP es la bisectriz del ZABC.
Proposicion Justificacion
1. PK=PL HipGtesis
2. PK LBA;PLLBC Hipotesis

3. ABKP = ABLP Por 1)y 2)y criterio congruen-
cia de Tridngulos rectangulos.
Por 3) y por ser angulos co-
rrespondientes.

Por 4) y deficinicion de bisec-

triz.

4. LKBP = LLBP

5. BP es la bisectriz del ZABC

& Ejercicio 1.21. Demuestre el otro sentido del teorema.
Si BP es la bisectriz del ZABC entonces K y L equidistan de P.

10 ' Unidad | = Leccién 1 « Clase 7 y 8. Bisectriz

o opuesto, for-

D
Los Simbolos >, >s en
los segmentos estdn j,,_
dicando paralelismg_

[A] Construccién

“
Puede trazar la bjsec.
triz utilizando regla y
compds, 0 haciendg
uso del transportador.

%

La bisectriz de un angu-
lo lo divide en dos 3n-
gulos congruentes.

Equidista:

P equidista de BA y B¢
entonces PK L BA y

PL L BC,

Ademas, PK = PL.

&

Para demostrar un‘{?
rema que involucre un
“si y solo si” deben de-
mostrarse ambos senti-

dos.

@

Considere:

PK L BA,

PL L BC y los teoremas
para triangulos rectan-
gulos.



%
i\ Ejercicio 1.22.

a) Dibuje el AABC y trace las bisectrices de sus dngulos.
al. {Qué tipo de triangulo es el AABC?
a2. ¢Coinciden las bisectrices en un punto?, si es asi ¢el punto esta en

el interior o exterior del triangulo?

b) Nombre el punto de interseccion como |, y trace desde éste, segmen-
tos perpendiculares a cada lado del triangulo, también nombre esos
puntos de interseccién como P,QyR.
bl. Compare la medida de estos segmentos.
b2. ¢Qué se puede afirmar sobre I?

Esto nos lleva al siguiente teorema:

- LN

Teorema 1.9. Concurrencia de las A
bisectrices de un tridngulo.

Las bisectrices de los dngulos de un

triangulo son concurrentes en un

punto que equidista de los tres

lados. B C

& Ejercicio 1.23. Complete la demostracién del teorema 1.9.
En el AABC, sea | el punto de interseccion de las bisectrices de ZBACy £BCA.

Proposicion

Justificacion

1. Al es la bisectriz del ZBAC
2. E es la bisectriz del ZBCA
3.l equidista de AB y AC

4. | equidista de AC yCI
5.1 equidista de ABy BC

6. D es la bisectriz del:]

Hipotesis
Hipotesis
Por 1) y propiedad de bisectriz.
Por2)y | |
Por 3), 4) y propiedad transitiva.

Por 6) y propiedad de la bisectriz.

& Ejercicio 1.24. Utilizando Ia construccion empleadaenel Ejercicio 1.22,
trace la circunferencia de centro | con radio PI. ¢Por qué la circunferencia

es tangente a los tres lados?

—

Definicion de Incentro

El puntode concurrencia de las bisectrices
de los dngulos de un tridangulo se llama

Incentro.

(B]

La construccion del
Ejercicio 1.22 se utiliza

posteriormente.

2

Circunferencia inscrita:
Si una circunferencia
es tangente a los tres
lados de un triangulo
entonces se dice que
la circunferencia esta
inscrita en el tridangulo
y el triangulo esta cir-
cunscrito en la circun-
ferencia.

Unidad | » Leccion 1 « Clase 7 y 8. Bisectriz 11



% , .
& Ejercicio 1.25. Realice las siguientes construcciones:

ir
a) Construya un tridngulo equilitero y luego construya U ¢
inscrita.

) L. : cons
b) Dado un cateto y el radio de la circunferencia inscrita,
triangulo rectangulo.

cunferencia

truya un

¢ . : ada paso-
& Ejercicio 1.26. Explique las construcciones realizadas en ¢ P

¥ 0
B A 4
A C A C A c Q

Conteste:

a) ¢Cémo se llaman los dngulos £PBCy £QCB?

b) ¢Qué son BE y CE?

¢) Verifique si la bisectriz del angulo interior /BACesta
te en el punto E.

mbién concurren-

El punto E se llama Excentro.
(

Teorema 1.10

El punto donde se intersecan dos bisec-
trices exteriores y una bisectriz interior
en un tridngulo, se llama excentro y éste
equidista de los lados

del triangulo.

& Ejercicio 1.27. Complete la demostracion. Considere en el AABC.Ias
bisectrices BE y CE de los dngulos exteriores ZPBCy LQCI_S.rt_eE;_Jectwa—
mente y tome tres puntos P, Q y R tal que, PE L AP RE LBC QE L AQ.
Demuestre que AE es la bisectriz del ZBAC.

Proposicion Justificacion

1. BE es la bisectriz de ZPBC F J

2. [:] es la bisectriz de [: Hipotesis

3.FF L AP, ER L BC, EQ L AQ B ]

4. PE=RE Por 1), 3) y propiedad de bisetriz.
5. | Por 2), 3)y propiedad de bisetriz.
6. PE = QF [ |

7.[ ] eslabisectriz de [ 1L ]

12 | Unidad | » Leccion 1 « Clase 7 y 8. Bisectriz

[C]

-
=

Puede calcar las figy s
y hacer las veriﬁcacio_
nes con regla, trans.
portador y compgs,

%—./

—

La bisectrizde un dngy.
lo exterior de un trisp,.
gulo, se le llama bisec.
triz exterior.

&

Esta es también una
aplicacion de la propie-
dad de la bisectriz.

4

La circunferencia ins-
crita en un triangulo es
tangente a uno de los
lados y a las prolonga-
ciones de los otros dos.

¢Cuantas de estas cir-
cunferencias se pueden
construir en AABC?



Clase 9y 10. Baricentro
Trazar las medianas de un triangulo

‘Y Ejemplo 1.3, A

a) Dibuje en el cuaderno un tridngulo y némbrelo
AABC.

b) Encuentre los puntos medios de los lados
utilizando la construccién de la bisectriz
de un segmento.

¢) Una los vértices con el punto medio

del lado opuesto correspondiente. B T p ! c
. L

Una mediana de un tridngulo es el segmento cuyos extremos son

un vértice del tridngulo y el punto medio del lado opuesto.

Todo triangulo tiene 3 medianas.

J

e g\

Teorema 1.11 Las tres medianas de un tridngulo se intersecan en

un punto.

J
':Q:' Ejemplo 1.4. Demuestre el Teorema 1.11.
Solucion:
Proposicion Justificacion
1. En el AABC, BE y CD son me- | Construccion e hipétesis
dianas y se cortan en G.
2. AG cortaaBCenLyseextien- | Construccién
de a R tal que AG = GR.

3. D es el punto medio de AB. Por 1)

4. G es el punto medio de AR. Por 2)

5. Enel AABR, DG || BR Por teorema de dos puntos

6. GC || BR Por 5).

7. E es punto medio de AC. Por paso 1)

8. En el AARC GE || RC Por teorema de dos puntos

9. BG || RC Por 8).

10. BGCR es paralelogramo. Definicion de paralelogramo vy

por6)y9)
11.BL= LC Por 10) y la propiedad de la dia-

gonal del paralelogramo.

12. L es el punto medio de BCy  Por11
AL es una mediana del AABC.

A
[A] L;L
Los segmentos AD, CF
y BE son medianas del
AABC.

AD, CF y BE se cortan

en el punto G.

&

En esta demostracion
trazamos segmentos
auxiliares como estra-
tegia para su solucion.

A

7
El punto donde se in-
tersecan las medianas
de un triangulo se lla-
ma baricentro.

Unidad | « Leccion 1  Clase 9y 10. Baricentro 13



U gjemplo 1.5.

a) Dibuje un tridngulo escaleno grande en una car
b) Trace dos medianas y encuentre el Baricentro.
c) Ubique la punta del ldpiz en el baricentro.

d) Comente con sus compafieros que sucedio.

S —

; d de un
tl Baricentro es el centro de masa o centro de graveda

tulina y recértelo-

triangulo.

X Ejercicio 1.28. . trace las

a) Construya un tridngulo escaleno, un equilateroy un isosceles Y
medianas utilizando regla y compas.

b) Dado AABC con mediana AD perpendicular al lado BC. Demuestt® e

b1. AD biseca a ZBAC

b2. AABC es isosceles.

o congruente

c) Demuestre que la mediana correspondiente al lado n o

. . . i al an
de un tridngulo isésceles es perpendicular al lado y bisecd &
opuesto a la base.
. . ruentes
d) Demuestre que las medianas correspondientes a los lados cong
de un tridangulo isdsceles son congruentes.

mediana de uno de los triangulos

e) Dados dos tridngulos congruentes, la
e del otro.

es congruente con la mediana del lado correspondient

O
6\ Ejercicio 1.29.
Demuestre que si AD, BE y CF son medianasy G es el baricentro entonces

G esta ubicado a razon de %’ de A,ByC.

—

En el AABC, AD, BE y CF son medianasy G es
el baricentro. Se cumple que:

AG=% AD 6 AG =2GD

BG:% BE 6 BG = 2GE

CG=2 CF 6 CG=2GF

14 Unidad | = Leccién 1 « Clase 9y 10. Baricentro

[
O

Note que el tridngylq
se equilibro.

(B]

Puede utilizar como re.

ferencia la figura de|
Ejemplo 1.4.



R Ejercicio 1.30.
Calcule x, y en cada uno de los €asos.

a) b
8 BE=16 Ca e
EF=7 DI=3 JE=

\ —
o S orommes
A S Ay

H

Relacion entre las medidas de un tridngulo

@ Ejemplo 1.6.
Demuestre que las medianas de un tridngulo se intersecan en un punto ﬁ
situado a dos tercios de la distancia de cada vértice al lado opuesto.

Demostraremos este teorema de dos formas:
a) Construccion de la Figura.

b) Demostracién formal.

a) Construccion de la figura

1) Tome una hoja de papel y dibuje un tridngulo grande y nombre sus
vértices A,B y C dentro del tridngulo, luego recértelo.

2) Ubique los puntos medios de los lados haciendo un doblez de cada
uno por la mitad y ndmbrelos con D, E y F de tal manera que el pun- A
to D corresponda al vértice opuesto A, Econ By Ccon F.

3) Haga un doblez que pase por los puntos Ay D, By E, CyF, luego
desdoble y remarque con lapiz de color cada doblez, de esta forma
se encontro las medianas del AABC.

4) Ubique el baricentro y ndmbrelo con la letra G.

5) Haga un doblez de tal manera que los puntos A y G coincidan y ubi-

que el punto H (Fig. 1.1), contintie doblando haciendo coincidir los
puntos H y D (Fig. 1.2).

6) Desdoble la figura y responda:
a) ¢Qué paso6 con la mediana AD?
b) ¢ Cudnto mide cada una de las partes en que se dividié AD?
c) ¢Qué relacién hay entre la medida de AG con respecto a la medi-

da de GD?
. ’ .’ d-d d ‘A_' l .-

d) éQué rilaaon hay entre la medida de AG con respecto a la medi En b) utilice Ia Fig. 1.2
da de AD?

Unidad | = Leccion 1 = Clase 9y 10. Baricentro
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Ejercicios de la leccion

— ienen las
1) En Ia figur, BE es la mediatriz de AC. Si los segmentos &

longitudes indicadas, halle x, y.

4ngulo cualquierd

2) Las bisectrices de i externos de un tri
dos dngulos ex 4ol 4ngulo pyla

AABC se encuentran en P. Demuestre que l]a suma
mitad del dngulo A es igual a 90° (4ngulo recto).

s la bisectriz del angulo

3) Demuestre que en todo triangulo iséscele ngul
lela al lado desigual.

externo opuesto a los angulos congruentes es para

4) En la figura los cuadrilateros AKMJ y el BMJK son paralelogramos.

Demuestre que si KJ = KM entonces, el AABC es isosceles.

5) Demuestre que si por un punto cualquiera de la bisectriz de un dngulo
se traza una paralela a uno de los lados del angulo, el triangulo asl
formado es isésceles. Demuestre que el tridngulo es issceles.

6) Dos exploradores Luis y Maria estan parados a la orilla de un rio en el
punto A directamente enfrente de un drbol T que se encuentra al otro
lado del rio. Ellos marcan cierta distancia a un punto B donde Maria
permanece, sin embargo, Luis camina exactamente la misma distancia
de A a B a un punto C, luego gira y camina en direccion opuesta al rio
hacia un punto D donde él puede ver a Maria alineada con el arbol.

a) Identifique la correspondencia de pares de lados y angulos ¢

(o]

congruentes

b) Demuestre que AABT = ACBD

c) éCémo podrian ellos usar la informacion que se tiene para
encontrar el ancho del rio? D

16 Unidad | ¢ Leccion 1 = Ejercicios de la leccion



7) En la figura de la derecha AD || BCy E es el punto medio de CD.
Demuestre que los tridngulos AADE y AFCE son congruentes.

8) En la figura P, Q y R son puntos medios de los lados del tridngulo
equilatero AABC. Demuestre que el tridngulo APQR es equildtero.

9) En la figura los cuadrildteros ABCD y BEFC son paralelogramos.
Demuestre que el cuadrildtero AEFD también es paralelogramo.

10) Se da cualquier AABC y los puntos medios de los lados, P, Q y R.
Demuestre que el perimetro del APQR es |la mitad del perimetro del
AABC.

11) ¢Qué tipo de cuadrildtero se forma con
las bisectrices de los 4 angulos de un
paralelogramo? Demuéstrelo.

12) Demuestre que las diagonales de un
trapecio Isdsceles son congruentes

13) Dados dos cuadrilateros donde AB = WX; BC = XY; CD = YZ; £ZB = £X,
LC = LY demuestre que ABCD = WXYZ.

A D w /A

B " C X + Y

E
> C F
C
R P
A Q B

p Q

@

Primero demuestra
que las bisectrices de
angulos opuestos del
paralelogramo son pa-
ralelas entre si.

&
Trace la diagonal BD y
XZ y demuestre la con-

gruencia de los triangu-
los que se forman.

Unidad | » Leccidn 1 « Ejercicios de la leccion 17



esila info

1 : i
4) Para cada una de las siguientes opciones decid 2 o asi demy

€3 suficiente para concluir que AABC = AADE, s
3)AB=AD; «B= /D
b) AB =

AD; BC=DE
¢) AB = AD y AE = AC
d)ﬁzﬁy_CE'ﬁ

A D
15) En la figura AD || BC, AE=EBY “ F
OF = FC. Encuentre Ia longitud de E
los segmentos EF y GH. C
B

18 Unidad | » Leccidn 1 » Ejercicios de la leccion

rma cibn dada
éstrelo.

Considere | g

propiedad, |5 r::(':nte

de un trapecj, eSIana
ralela a sus bases Pa.
longitud es igual Sy
mitad de fa g,

Um
ellas.  de



Leccion 2. Semejanza de Triangulos
Clase 1. Criterios de semejanza de triangulos

Definicién de semejanza [A] 7

Se puede dar la vuelta
a una de estas figuras.

Cada punto de las dos
figuras se corresponde
como los puntos Ay A,

Se dice que dos figuras son se-
mejantes, cuando se pueden
colocar en la posicién como
muestra |a Fig. 2.1 donde

OA' OB' OcC

OA = OB ~ OC etc.
A este valor se le denomina .
razén de semejanza. Fig. 2.1 s
En el caso de los tridngulos se tiene la siguiente definicién de semejanza: 7
- A
Los AABCy AA'B’'C’  son semejantes cuando Se denota la semejanza
A'B' _ B'C' _ C'A' _ , ) con el signo “~",
AB - BC -~ CA mLA—mLA,mLB=mLB, AABC ~ AA'B'C’
mLC=msC’
f A'B' _B'C' _ CA'
El valor de AB - BC - CA coincide con la razon de semejanza.
Para confirmar la semejanza de triangulos, no es necesario verificar todas En 9no. grado se apren-
las condiciones did el criterio de seme-

janza de triangulos.

':@:' Ejemplo 2.1. Encuentre las parejas de triangulos que son semejantes
y diga la condicion de semejanza:

a) b)

1.5

Unidad Il » Leccidn 2 » Clase 1. Criterios de semejanza de tridngulos 19



Criterio
de Sémejanza de triangulos:
[ 2N

Dos trj
ridngulo
S SOn semeja iguien-
tes condiciones, jantes cuando cumplen una de las sig

) Dos pa _
os :mrfes de lados son proporcionales y los angulos comprendi-
05 pare t:‘stos lados tienen la misma medida (LAL).

¢) Lo S de dngulos tienen la misma medida (AA).

) Lost
Wroporcionales (LLL).
_/
O ..
g\, Ejercicio 2.1, B
€Muestre que AABC ~ AACD ~ ACBD

Ejemplo 2.2, Encuentre los valores de x

O
S0°\3

460°
a

Solucién: .
tant n: En Io§ dos triangulos hay dos pares de dngulos iguales, por lo
0 son semejantes, asi que se tiene que

=5.
=3 x= %(3) = % (Respuesta)

® . ..
é\ Ejercicio 2.2. Encuentre el valor de x.

a) /\\ X
Q° 30° A\BW;\
5 3

b)
2
\(70°
3 X
30°
¥ ANC° 80N
4

20 Unidad Il » Leccién 2 » Clase 1. Criterios de semejanza de tridngulos

£LBAC= £BCD

A 1y
C
B B’
AB _ BC'
B “7BC

MLA=MLA, myg

=m4LB’ (AA)
ﬂ - BC A
AB = BC = o
(LLL)
(B]



Clase 2. Semejanza y razon de area

1% Ejemplo 2.3, En (2) si k es la razén de
a) Encuentre la raz6n de semejanza en (1)y(2). semejanza,
b) Encuentre la razén de drea en (1) y(2). _9_6
c) ¢Qué observa? 6 4
(1) 2) 9=6k 6=4k 3=2k
El drea del triangulo de
1 2 4 5 6 3 derecho
30° 50 = 2(9)3) = 3 (6k)(24)
1 2 6 9
e 2 = (El de izquierdo) x (k?)
Solucién: a) (1) T=2 2) % - %
1
2018) _9v3y_(3y_39
e3P0 @300 (3)3)- (3 -2
c) ( La razén de drea = (La razdn de semejanza)? .j Es porque se puede

evaluar el area por con-
junto de cuadrados con
cualquier exactitud.

La relacidn de arriba se aplica a cualquier figura.

S .. .. . , .
é,\ Ejercicio 2.3. Encuentre la razén de area. En cada caso las dos figuras
son semejantes. P

[T
a) d) 9 /

3
u
&
_

Unidad Il « Leccién 2 » Clase 2. Semejanza y razén de area 2 1




Clase 3, Semejanza y razén de volumen y area de stP
Q Ejemplo 2.4, tang
3) éCudl es 1a razon de semejanza de los paralelepipedos re¢ ’
b) ¢Cul es la razon de volumen?
€) ¢Cules la razén del srea de superficie?

ulares?

El volumen dg Para
lepipedo rectangyly, N
(largo) x (anchg
tura)

e
) X (a).

34g)-2-s

’ H 2
¢) La raz6n de 4rea de cada cara = (La razon de semejanza)
Por lo tanto, la razén de area de superficie es 4

=22=4

La razén de arriba se aplica a todos los sélidos

La razén de volumen = (la razén de semejanza)’ )
La razén de drea de superficie = (La razon de semejanza)

® .. ..
C\ Ejercicio 2.4.
a) Encuentre la razén de volumen.
b) Encuentre la razén de drea de superficie.

En cada caso los sélidos son semejantes

(1) (2)

SR R

22 Unidad Il « Leccidn 2 » Clase 3. Semejanza y razon de volumen y drea de superficie



Ejercicios de la leccién

1) Enla figura AB || PQ. Clase 1

a) Demuestre que ACAB ~ ACQP.
b) Encuentre el valor de x.

2) Enla figura

Clase 1
a) Demuestre que ACAB ~ ACQP.

b) Encuentre el valor de x.

3) En cada uno de los dibujos, indigue los tridangulos semejantes y el
criterio de semejanza utilizado.

Clase 1
c)

Unidad |  Leccidn 2 » Ejercicios de la leccidn 23



Matemaéticas Il

Unidad
I

Limites y
continuidad

@ Leccion 1: Limite de funciones

@ Leccion 2: Continuidad de funciones

® Leccion 3: Asintotas

Julius Wilhelm Richard Dedekind
S (1331-1916) NI

< Algo de historia J\

Dedekind fue un matematico aleman. Nacio y fallecio en
Brunswick. Su campo de especializacion es algebra y teo-
ria de numeros. Con relacién al tema de esta unidad, el
definio rigurosamente el conjunto de los nimeros reales
y establecid la continuidad de los numeros reales asi dan-
do el fundamento de analisis que empezo con el descubri-
miento del cilculo infinitesimal, pero venia careciendo de
fundamento.

Para esta meta él utilizo los conjuntos llamados corte de
los nimeros racionales como lo siguiente: Se divide el
conjunto de los nimeros racionales en dos subconjuntos A
y B no vacios de modo que los numeros que pertenece a A
son menor que los de B.

Entonces hay tres casos. a) En A existe un nimero que es mayor que cualquier otro numero
de Ay en B no existe el minimo nimero. b) En B existe el minimo nimero y en A no existe
el maximo ndmero. c) En A no existe el mdaximo niimero y en B tampoco existe el minimo
numero. En c) el par de subconjuntos define un nimero irracional. Después de afiadir los
numeros irracionales al conjunto de los numeros racionales, en el corte de estos nimeros
siempre ocurre sélo los casos a) y b), lo que es la continuidad de los numeros reales.

Fuente: E. T. Bell: Men of mathematics
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. 42 radian P
NéOtaf 3 partir de esta unidad se utiliza la unidad de mEd'd: f
fMINOs y notacién: sean a y b nimeros reales tal que d

Intervalo abierto (g, b) = (ia<X <b}

Intervalo cerrado [a,b] = ix:a <x<bl

Intervalo semi abierto  (a, b] = ¥ a<¥ <b)
4, b) = asx<b

Leccién 1. Limite de funciones
Clase 1. Definicion de limite de funciones

'M En la figura, en el eje x el y
punto P (x, 0) tiende al punto (g, 0), pero no b
alcanza a este punto. En la grafica el punto R i
que corresponde al punto P tiende al punto  Q(0,/(x)) |
S.Enel eje y el punto Q (0, f(x)) que corres-
Ponde al punto R y representa el valor de —%W

J(x) tiende al punto (0, 4).

En resumen, cuando x tiende sin limite a a
tomando valores diferentes de a, f(x) tiende sin limite a b.

Se expresa esta situacion como: “f(x) converge a b” y se denota mediante:

[ imw=e

El valor de b se le llama limite de f(x) cuando x tiende sin limite a a.

Q . .
(\ Ejercicio 1.1. Encuentre los limites:

lim, fx) lim f1%

204 Ejemplo 1.1. Encuentre los limites: a) lim (2x+ 3) b)lim1

Solucidn: a) b)

7T —

de grafica se ve que )I{ln} 1=1
)I(Lml (2x+3)=5

26 l Unidad Il » Leccion 1 = Clase 1. Definicion de limite de funciones

ara medir los angulos,

_ﬂt
No es necesarj; .

B Ue

té defin;
f(f) esté definid, o,
xX=a.

También se utilizy la g
guiente notacign:

En b) flx) no ests de-
finida en x = -1; en

f2)=1

)

De b) se ve que:

(c: constante)




&? Ejercicio 1.2, Encuentre el limite:

a) lim (x-3) b) ll_.mz (-5) c) JrIirr;r sen x d) Jl_{gr cos x
~7 13
e fpenxy im0t g imiogx ) lim/x

(* Explicacién 23 lim f(x) = b equivale lo siguiente:

Cuando esta dado un intervalo abierto | que contiene el valor de b, existe
un intervalo abierto J tal que: x €J, x # a =f(x)EI

y=flx)
J T !
S W Y D W W
EE b fix)

En la figura de arriba puede limitarse Iy J en la forma:
I=(b-¢€,b+e)={y; |y-b| <€)
J=(a-3,a)U(a,a+d)={x;0< |x—a| <)

con los nimeros positivos € y d.

J I
T oy A
€ €

Entonces la definicidn tiene la siguiente forma:

r - - *
Definicion de limite de funciones.
Sea f(x)una funcidn definida alrededor de x = a salvo en a. Se deno-
ta }i_r.r} f(x) = b cuando se verifica lo siguiente:
Para cualquier nimero € > 0, existe un nimero 0 > 0 tal que:
0<|x-al <d=|f(x)-b|<e )
Clase 2. Propiedades del limite
[ 3N

Propiedades del limite:
Sean a, B y k nimeros reales, f(x)y g(x) funciones. Se supone que

existen lim f(x)= ey lim flx)=4.
a) lim{f(x) +glx)}=a+p
b) lim {f(x)-gx)}=a -8
¢) lim {kf(x)} = ka
d) lim {f(x)g(x)} = aB
' Jix)

e) Si B #0, entonces |im 0 - %

§Z_

Para el tratamiento
maés riguroso, hay que
definir el limite de tal
manera que explica el
sentido de “tender sin
limite”.

&

Esta forma es uno de
los resultados de la
actitud critica del siglo
XIX, hacia la base del
calculo infinitesimal
que data del siglo XVII.

A

Para la demostracion
se utiliza la definicion
de la Explicacion 2 de la
Clase 1.
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Nota.
* Uttili;
ando d)y e) repetidamente se tiene que:
f) lim {f(x)}7 = @n (n: nimero enteroﬂ
*®

Exnlicacidn_ sobr

a) l{f(x)'!-g

€ la demostracién: se utilizan las siguientes relaciones: Teflga en CUeny
u 3
G ~(a+B)| <|ftv)-a| + Igx) - Bl Buientes 1) a1y

la S
b 'S +1 Clon . Sk
) Hf(x)"g(x)}-(a—ﬁ)l Slflx)-al +1glx)- Bl s Isp 4 s
<) |k SHE || |
f(x)-kar| <kl |f(x)-e| | It
9 Ifixg y E = gt
B =Bl < 17(x) - aigh)- B1+ B} + | Iglx) - B] < lgly- o +g)
¢) g’%*% ¢ L=clBl+lalg -8l 1801 = lggyy Tl
|BH181-Tgt- 81} Cuanga |~ ety 8
Donde |8(x)-ﬂl<|ﬁ| ¥ 0 B
E0% 2 Ig(x)‘m
A s 2 __
Ejemplo 1.2. Encuentre los limites: 3) lim (x2-3x+4) b) li_’f},x x :
Solucign: i ”
+a) lim (x2-3y 4+ 4)
= ii_fgxz— J|r|_r.\'; 3x + JIti_r.r}4 por a)y b)
=(1i_q12x)2—31i_q3 x+lim4  porflyd)
=22 _3(y +4 Este valor
Gon:
=2 12), donge Al
. , : f(x)=x2~3x+4
) lim x=3%0, porlo tanto lim* =4 = lim (x2-1) + lim x=§ '
Nota: de a) se ve |os siguientes:
( lim f(x) =f(a) donde f(x) es un polinomio de x ]
.. ..
& Ejercicio 1.3. Encuentre el limite:
; . 1 , +1 ; x
VIm2 Bimely QL o) e
Clase 3. Calculo del limite donde el denominador converge a0
2 -
@ Ejemplo 1.3. Encuentre el Iimite: le% N .
Transforme 13 fyncic.
2 _ -1 Uncign
Solucién. ,\I;i.':qx iixl 3 . l._,n (x+3)_(x1 ) = )|r|£n1 (x+3)=4 en la forma donde ¢
denominador ng con-
verge a 0.
:;\.? Ejercicio 1.4. Encuentre el limite.
CoxPmx—2 o P tx=6 o dhx—1 g xP-2+3x
DImTSETT BnTi= o ISy dintS

2
3 3 3 2 _ _“_2
. x"—8 .o X"+ 27 X+ —x
e IimS=2 0 Im TSt te) lm T
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V' Elemplo 1.4. Encuentre e limite: Jim——1 E/‘

Solucién 1: lim—=

Solucién 2; lim—x

=lx—1 En el Ejemplo 1.4 solu-

cién 1 aplique la racio-

(= 1)(Vx +1) iy .

- = lim(yx+1) =2 nalizacion del denomi-
) 1‘/— 1 qu(‘/— 1)(Vx+1) - fmi/x+1 nador.

o WEENE-Y) #

x*l‘/— 1 J‘m Jx-1 ) ’Iflﬂ(&+ 1)=2 En el Ejemplo 1.4 solu-

cion 2 aplique la facto-
rizacion al numerador.

S . .
?\ E]EI’CICIO 1.5. Encuentre el Iu’mite: x—1= (/; + 1)(/;_ 1)

a) I|

Q" Ejemplo 1.5. Encuentre el valor de a'y b que satisfacen lim s

Solucién: lim (x2+ax +b) = |i {x_
fim { b= lmi -1 @

4J—2

. Yx+1—2
O Im s o I

2yax—b -3 [%J/_
Si el denominador con-
verge a 0 y existe el
limite, entonces el nu-

2
+ax+b 1)}
merador converge en

2
X tax—b .
= ll_rnT ,I;'.."l (x-1) pord)delacClase 2. 0.
=3:-0=0.
Por lo tanto, como x tiende a 1 (se sustituye convenientemente en
x2+ax+b)
a+b+1=0.

Luego, x2+ax +b=x2+ax+(-a-1) Sustituyendob=-a-1
=(x—1) (x +a+1). Entonces,

i x*+ax—b - | (x—1)(x+a+1)
xl—ln x—1 _xl—r:nl x—1

=lim(x+a+1l)=a+2,
x—1

Por lo tanto,a+2=3,a=1. Respuesta: a=1,b=-

& Ejercicio 1.6. Encuentre el valor de a y b que satisfacen la igualdad:

a) lim
2

x’+ax+b . x*taxt+b _
x—2 =3 B JimTay =4
x*+ax+b 2

2 x+2 -
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Clase 4. Divergencia eal 0.

iend
de L cyando* t

I@Z Ejemplo 1.6. Describa el cambio de
0. Por |

nde al 0 tanto.
e

Solucién: si x - 0, entonces x>0y 8

1
? aumenta sin limte.

1 0 0
- —— |
X . toma X en (
En efecto, a cualquier numero positivo M, si s ‘/ﬁ

1 .1 =M
(0, 71,), entonces se tiene que —7 > ( : )2
M - 1
/M
cuandox 2 @
se denotd mediante

entonces se expresa

Si el valor de f(x) aumenta sin limite
que f(x) diverge al infinito positivo Y

lim flx)=°2°
X=—a n-
cuandox ~>a¢€

. i in limite .
De la misma manera si el valor de f(x) disminuye SI? denota mediante-

tonces se expresa que f(x) diverge al infinito negativo

& Ejercicio 1.7. Investigue si converge 0 diverge.

yse

. 2
1 . __1_) ¢) lim (x=1)
)Gy b) i~ !
d) lim—= e) lim tan?x
x-0sen‘x x4 -~

Propiedades de divergencia

a) fix)>oy lim f“’)=°‘*li-'.’(‘{f(1x—)=°°
fix)<oy JI[Ln;f(a)=o=e l'—r-r:'zT(lﬂ =—00

b) fix)<g(x), lim flx)=co= lim glx)=c°
gix) <fIx), lim fla)=—co = lim g(x)==c°

c) lim fix)= 0= lim {-flx)}=—c0

lim, fi)==o0 = lim =/t =

d) lim fix)= o oo, lim gix)=o0= lim {f(x)+glx)}=c°

li_.nlﬂx)=a 0—09, lm) glx)=—o00 = lmy(xhg(x)}:—oo

e) lim fix)=a>0 0 oo, lim glx)= o0 = lim {f(x) glx)} = oo

f) lim, )= 20 0 =0 = lim s -0
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O Ejemplo 1.7. Encuentre Jim xtan2x
-

Solucién: lim x =
- 2 >0y lim tan2x = co. Por Io tanto
7

~f

I|m xtan?x =oo
X-’T

& Ejercicio 1.8. calcule:

cosx
a) I|m b) I|m 2 xt1
x»TCOS X c).!'mlsen X d) Ilm x 3)2

@ Ejemplo 1.8. Investigue los valores de sen l cuandox = 0.

Solucién: |sen —I < 1. Por otra parte, para cada numerobE[ 1,1], hay
valores de x en cualquier cercania del 0 que satisface sen = = b

Del Ejemplo 1.8 se sabe que sen % no converge cunado x - 0.

En este caso se dice que sen % diverge cuandox > 0.

& .. .. . -
é,\ Ejercicio 1.9. Investigue si Llr% cos% converge o no.

Clase 5. Limites laterales

5@:‘ Ejemplo 1.9. La funcidn f(x) esta definida como lo siguiente:

x cuandox<1
flx)=1{2 cuandox=1
-x+4 cuandol<x

a) Dibuje la grafica de y = f(x).
b) Investigue el valor de f(x) cuandox< 1y se acercaa 1.
c) Investigue el valor de f(x) cuando 1 < x y se acerca a 1.

Solucion:
a) Ay b) Ay c) 4y

3 -
2{ o )
1 --- 1
u X | 2 :
> I

4 A2 2 6 1 N :

2 -1 1 2 iy ! ;
-1 1 2 }\ 4

4 1| Seacercaal Se acercaa3

&
'

En b) del Ejemplo 1.9, al nimero 1 se le llama limite por la izquierda y se
denota mediante Xlinl'l_ flx)=
Enc)al ndmero 3 se le llama limite por la derecha y se denota mediante

I|m flx) =

x—-l
Se aplica la notacién similar cuando la funcion diverge. Se verifican las

mismas propiedades que el limite anterior.

Se utiliza la propiedad e).

x,7

1

y=sen -
Ambas se les llama

limite lateral.
31
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1 7
im=- oo
'.':r(‘,-x“‘°°

|

a) | -10. Encuentre los limites
"“I?‘ S b) lim tanx ¢) lim 1 d) lim %
x—-§.+ x=0" x> x-otX
‘1. Se defi i6 diante [x
como | siguiente. ne una funcidon que se denota me [x]
Es decir [x] Dl=n si nezynsxen+a
a) D.rt:apresenta el nimero entero maximo que no sobrepasa x.
i

uje la grafica de y = [x].

cuentre lim i
am [x]y xlln;\+ [x1.

b) En

SO'U ion: A
clon: a) y — b) lim_ [x]=0 ¢) lim [x]=1
— x=1" X—°1+
Su— R
— x
S ..
:;\l_Ejemcno 1.11. Encuentre el limite lateral.
o [x] b) lim [x] ¢ lim_ [x] d) lim [x]
X—'3+ X—==2" x—-2
e) lim_ [x] ) i . . 2 * ; 2
X0 )xm [x1 g) lim_ [x2 h) lim_ [x’]

Entre el limite y el limite lateral existe la siguiente relacion:

ch'—'-T}; S(x) existe < xli_[g_ flx)y ‘Iin;‘ f(x) existen y coinciden.

En este caso lim flx) = Jim_f(x)= lim f(x)

@ Ejemplo 1.12. Se define Ia funcidn f(x) como lo siguiente:

_ ) x3—-x2 six<?2 . - .
Sx) { K24 3x—6 sid<x Investigue si lim f(x) existe.
Solucién: i = |i 3-x2)= i = i 2 -6)=

ucién xl_l.r?_f(x) x|_|!’£l_ (x3-x2)=4y X|erz1+_f(x) XlLr';\Jr (x2+3x-6)=4

Concuerdan, luego )I‘irr%f(x) existe.

2\? Ejercicio 1.12. La funcion f(x) esta definida como lo siguiente:

flx) = {-xi‘ +x si x<-2

Investigue si lim_ f(x) existe.
—x2—4x si—-2<x & ¥==2 4
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Clase 6. Limites en el infinito

" Ei .
@ jemplo 1.13, Investigue e cambio de valor de 1 cuando:
a) x aumenta sjn limite, *

b)x < 0 Yy x| aumenta sin limite.
Solucién: a) '; =20 b) -x— 20

Se der{ota el fenémeno de a) mediant
lim = =0.

x—-—onx

1 .
e Xll_p;x =0 vy el b) mediante

& -
é\ Ejercicio 1.13, Encuentre el limite:

L1
a) lim-% b) Ilm

1 .
Jim_ c) lim-3EnX £osx
-

d) ,lim ==

;oslltl'mites en el infinito tienen las mismas propiedades que las de la Clase
y 4.

@ Ejemplo 1.14, Sean f(x) = Qx"+a x""1+-+a, (ay#0)y
glx) = boxm + pxm-14 .. “+ b, (bo % 0) polinomios.

x)
Encuentre I|m ﬂ( y en los siguientes casos:

a)n>m b)n=m c)n<m
01 Om X—oc b m 0
bot- teetn bot+=-+ S
f [ B >0
a) lim x"-m= oo, por lo tanto Jlim - ‘
b
0
b) hm xn-m=1, por lo tanto lim -y S8 _ ay
glx) = bo
c) Jim x#-m=0, por lo tanto lim-"5 /) =0
= g(x)

& Ejercicio 1.14. En el Ejemplo 1.14, encuentre xl_i.mxg—%% en los si-
guientes casos: "
ajn>m  b)n=m c)n<m

& Ejercicio 1.15. Encuentre el limite.

M L ux’+5x m—X=5
3 Jim T b) Nim 3 a1 O m a1
2+ 5x+1 > o U Sx’—2a+1
d) fim = =¥3 R g S I8

1,
Se le llama a Jim=- li-
X=X
mite en el infinito posi-
. 1
tivo y al xl_[rpmx limite
en el infinito negativo.
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Q' Ejemplo 1.15, Calcule: Jim (x3-x2)

Vedse Clase 4, ing;
i

Solucién. im x3=° s
Clon.x3_x2=x3(1_%)v }m (1__-::,):1' xlmx Qe)

Por lo tanto lim (x3-x2)=

(\ Ejercicio 1. 16. Calcule

|Im (x3__xz) b) lim (2x3—3x2) c) Jm (x— ‘/;)
X~—s00
G Ejempl . /) PP — L
MPplo 1.16. Encuentre el limite: lim (Vx+2 plique la rajq

‘2 Na|;
cion del dengpm;,.., , &
Jxr2+yx } "Made

Solucién: Ilm (\/'x_+‘_‘/’)_ |,m{(J;:_ /x) m+f;

2 =0
+

=

N

® .
¢\ Ejercicio 1.17. Encuentre el limite:

a) lim(/x+¥3-/x=1) 1) x"l'rl‘/}-lf;—’I ¢ Jim(/x7+1=%)

Clase 7. Funciones exponenciales y logaritmicas en el infinito

La siguiente propiedad es fundamental: —-—\\E’
. * Se puede demog,
a) Sea n nimero entero. utilizando el Teq,
Sia> 1, entonces },_[,;,U x"g¥=o0 y xl_i.’l‘wx" a*=0 del binomio, oma

—~
ar a)

De a) se deduce las siguientes férmulas:

( *
Sea n numero entero, {

b)Si0<a<1,entonces lim x"a*=0y lim x"a*=
X=-00 X— =00

oo n: par
—co p:impar
oo (0<n)

0 (n<0)

-0 (0<n)

0 (n<0)

{o (0<n)

—oo (n<0)

¢) Si 1 < c, entonces J!'_Ul; x" log.x= {
d)Si0<c <1, entonces xll_pgo x" log.x = {

e) Si 1 < ¢, entonces Ilm x" log, x
x—0t

| | 0 (0<n)
f) Si 0 < ¢ < 1, entonces xI-I.T x" log.x = {oo (n<0)

& * Ejercicio 1.18. Deduce b) a f) de a)
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‘@ Ejemplo 1.17. Calcyle:

a) lim (x3-x2) 3 b) lim logsx
1= x? 4 3y

Solucidn:
3I_,2) o 1
a)(x3-x2) 3= (1- % )x? 31). Como Jim (1- %)=1

Vease Clase 4 inciso e)
y lim (x33%) = oo, se tiene que lim (x3-x?) 3= oo

logax 1 logsx | . -
b) 7.3, = T3 52 .Como Jim 13 =1y Jim °fz3x =0 Vedse Clase 2 inciso d)
1+2
X x
: . logsx
Se tiene que | =1.0=
que Jim 2 +3, =1:0=0
é,\? Ejercicio 1.19. Calcule.
, 2" . logix '
a) lim = T b) Jim 5 c) lim_(x*+2x) 2%

d) lim (x?+x)log, x
x=o0t

Clase 8. Limite de funciones trigonométricas

[ Propiedad del limite 2

a) Sean f(x) < g(x) en la cercania del nimero g, salvo en a. Si existen

Se omite la demostra-
lim f(x) y lim g(x), entonces lim f(x) < lim g(x). cion.

b) Sean g(x) < f(x) < A(x) en la cercania del nimero a, salvo en a.

Si existen y_ma glx) y ;':'-".'?1 h(x) y J’mg(x) = chl_rnr h(x), entonces
lim flx) existey lim f(x) = lim g(x).

J

& * Ejercicio 1.20. Dé un ejemplo en que f(x) < g(x) en la cercania de a
salvo en ay que Jl{i_r:r‘l,f(x) = lim g(x).

@ Ejemplo 1.18. Encuentre Iim0 xsen 3. 1 bf’_
N —lssen?s1'0<|x|

=—|x| £ |x]| sen —)lc <x|.
A Six>0
Ahora lim |x| = lim (—|x|)=0
x—0 x—=0

" 1 .
Solucién: Como -1 <sen - <1, se tiene que —|x| £xsen . |x|

—|x|<xsen % < x].

1 Six<0
Por lo tanto lim xsen — =0
x—0 X

[Por la propiedad b)]

Unidad Il = Lecci6n 1 = Clase 8. Limite de funciones trigonométricas
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senx

X Ejercicio 1.21. Calcule. 1 4)lim Ty
c) lim x2c0s 2x =
x—0
damento del caley,
Demostracidn: En la figura 0 < f<3 i
Es esencial que |3 Uni
. 1y P
El 4rea S2 de la forma abanico OPAes 77 V- A.
A
Como S1 < S2, se tiene que sen 0 < g -
-1

infinitisimal de las £,
tanto, se tiene que:
" dad de medida de| 4,
El drea S3 del AOAQ = % tan 0. -
send ()

Ee"rema 1.1. lim3&0 Este Teorema e e| fun.
-0 [
rlo . .
T = tan 0. PO ciones trigonometricy,
{F =1
drea S1del AOPA = 5 sen 0. , Q gulo es radian.
(1)
c "
omo S2 < S3, se tiene que 6 < 050

Ahora, 0< 0 < %, por lo tanto 0 < c0s 0.

Luego de (1) y (2) se tiene que,

cos 4 < segﬂ <1 ..(3)

Cuando—% < @ <0, se tiene que 0<-0< 12r_ y

sustituyendo - & en (3), se tiene que;
send cos (—6) = cos 8

_ sen(—0) . e 1
cos (-0)< ——g <1, esdecircosf<—g <% sen (~6) = —sen 8

Es decir, se verifica (3) para 8 € (—%, 0) U (0, 121'_ )-

Ahora !ri_r]% cos @ = Iri_r:% 1=1. Luego porla propiedad b)
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Clase 9. Aplicando | teorema 1.1

{@} Ejemplo 1.19. Calcyle: |im taga

f-0
p send
Solucidn: {I)imt—ag“= lim €058 _ i 1 senf
0 6-0 0 f~0 cos @ 6

3
)

= lim 1 . se
6-ocos (Igl_r.rz, 6

é,\@ Ejercicio 1.22. Calcuyle.

. ) 9
a) lim <o b) él_rg and

‘' Ejemplo 1.20. Calcule lim 95X
X
2 'E'_x
o b8
Solucion: Sea 2 —x=1Entoncest >0« x-> % y

COS X = cOs (% —-1t)=sen{,

Por lo tanto, lim = i =
-z %_ !l_[ra t 1
é\? Ejercicio 1.23. Calcule. a) |im Senx b) i i}
' A T—x )X_ET% cos x
) Ei . sen2x o osen2x
®: Ejemplo 1.21. Calcule. a) lim =52 b) lim <enix

Solucidn: a) Sea 2x = 6. Entonces x = 0 <= & - 0. Por lo tanto,

. sen2x _ . sen2x ., _. . senf _ _
)I('L%_—x ',l;'_r.r(‘)—Zx -Z-Zg_rg—e =2:1=2

b)Sea 2x=a y3x= /. Entoncesx > 0 <> @ > 0 <= B - 0. Por lo tanto,

. sen2x _ . sen2x 3x 2
i-'ﬂ'} sen3x - ,I('_T) 2x  sen3x 3
_ 2, sena . B _ 2 _ 2
- 3(|1'_.0 a llgl_rn, senff ~ 3 1-1= 3
:;\gf Ejercicio 1.24. Calcule.
. sen3x . X . sen3x
a) _Ll_r’rg) X b) L'L*E) tan2x c) Iv'_r.'% sen5x
/S
. tan2x . 4
d) Ir'm) tan 4x e) XI'_,"% cos 2x

Vease Clase 2 inciso d)

S
De ahora en adelante
se utilizard el resultado
de a) y el Teorema 1.1
indistintamente.

La variable puede ser
cualquier letra.

&

Si se puede, calcule

sin utilizar ¢ y £: %

. sen2x . 3x
1'1'2, 2x l'L'E) sen 3x
-2 . 1.4-2
=3°11=3
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Ejercicios de la leccién

1. Encuentzre el limite. L_—__gc;_t_z, Clase 2
i + 41 d) lim l0g3™" 2 +1
a) limEXx L ) jimy/x+ 2x ) im 37 )

2. Calcule. 2+x 6 Clase 3
- 2_,—¢6
a) lim X —1_ o x —x=6 ) limTa_, —/xt+1
) lim Rix—2 oMM e gl // //
3. Encuentre eI valor de a y b que satisfacen 13 igualdad. . Clase 3
x tax+b _ ___x,ﬂ-—— =-F
a) l‘ﬂ\x—3 =4 b) I'max taxtb 5
Vx'+1-/x+3 3
*c) lim 3 = —=
=2 xltax+b 105
4. Calcule. Clase 4
a) lim - b) lim S
x=0 [ x| x..zHcosxl
Clase 5
S. Calc.ule. 1 i __Lii__
a) x[ﬂ}ﬁ b) lim yx(x—1) ¢ lim 5—7 d M- —x-2
6. Calcule. R+ Clasde 6
. x3P—x . Ixl+x ' 7 X
X —x I TA c) lim —
a) ,lim_ 3 —2x+1 b) JE'Jox3_x+1 ) m,"x=3
d) Ji_[r;(\/x2+x+3—\/x2+2x)
7. Calcule. Clase 7
a) lim 2—5 b) lim x*3* ¢) Jim ogzx d) lim xlog,x
X—=x x X=—0oc x-»O
. 3 ) .
e im gy ) Jim (-0 @) Jim (xloggx)
8. Calcule. Clase 8
D IS b g o0
9. Calcule.
) i senx b) lim tan x ) I Clase 9
a) M x+T MM x—n ¢ im sen4x
. senbx sen3x
d) ,I('_rn, sen3x e) i I M sen2x
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Leccién 2. Continuidad de funciones
Clase 1. Continuidad en el punto

‘O Ejemplo 2.1. Encuentre lo que se pide.

;z;_

a) .\ b
’ y=/t | d y= gl y v= hix) El signo “o” significa
. que el punto no perte-
! / i ------- : nece a la grafica. El sig-
12 % ' / N no “s” significa que si
1 2 x pertenece a la gréfica.

lim 7tx)

lim gt lim ()
s g(2) h(2)
Solucién: a) lim fix)=1 ) J,i["z glx)=1 ¢) lim h(x) no existe
/2)=1 g(2)=2 h(2)=2

Definicién. Continuidad en el punto
Sea y = f(x) una funcién, f(x) es continua en el punto x = a cuando

lim f(x) = fla)

&

XI_ip;_ hix)=1
',“J;L h(x)=2

En el Ejemplo 2.1 solo
f(x) es continua en 2.

f(x) debe ser definida

en ay su alrededor.

Nota: Aplicando la Explicacion 2 de la Clase 1.1 de la Leccién 1, la definicion
tiene la forma siguiente: f{x) es continua en el punto a, cuando se verifi-
ca lo siguiente: Para cualquier nimero € > 0, existe nimero & > 0 tal que

Ix—al <8 = |f(x)-fla)|<e.

é,\ Ejercicio 2.1. Elija las graficas de funciones que son continuas en x =

a) b) d)

Propiedad de Ta continuidad
Siy=f(x)yy=g(x)son continuas en x = g, entonces las siguientes son
continuasenx =a:

a)y=flx) + glx)
b)y =f(x) - glx)
c) y = kf(x), (k:numero real)

d)y=/flx)glx)
Slx)

20 )=o)

e)y=

1

Unidad Il » Leccion 2 » Clase 1. Continuidad en el punto

39



De
Stl’aué
De hj Otesig |i(rj: cluey=f(x)+g(x) es continua.
e a) de o o 0T B =fla)y lim g(x) = g(a).
1.2, se tiene que

Q .
& Elercicio 3.5
Piedad. -

Demuestre I3 continuidad de los demds casos de |a pro-

tinuidad en el intervalo .W
N X = adel intervalo [q, b) cuando Iim+ flx)=fla)

X—a

S(x) es continua en x = b del intervalo (a, b] cuando lim_ £lx)=£(b)

Una funcign + - .
ncion y = f(x) es continua en un intervalo, cuando es continua

€n todos log Puntos del intervalo

P i .
"OP.ledad de las funciones continuas.
Funciones continua

Ademas:

(x) es continua e

s tienen la misma propiedad que se explicé en la clase 1.

f) Si f(x) es continua, entonces |f(x)| lo es.

8) Sif(x) es continua, entonces 4/ f(x) lo es donde f{x) 20
h) Si f(x) es continua y tiene su inversa /-1, entonces f-! lo es

Ejemplos de funciones continuas:
1. Funciones polinémicas.
2. Funciones racionales.
3. Funciones trigonométricas Y sus inversas.
4. Funciones exponenciales y logaritmicas
-

Definicion Valor maximo y minimo ﬁ
El valor M (respectivamente m) es el maximo (respectivamente mi-
nimo) de la funcion y = f(x) cuando:

f(x) £ M [respectivamente m < f(x)] en su dominio.

Existe un valor x = a en su dominio tal que f(a) = M (respectiva-
mente f(a) = m).

_J
Teorema Valor maximo y minimo de la funcion continua. .7
Si una funcion y = f(x) es continua en el intervalo cerrado, entonces
esta funcidn tiene valor maximo y minimo en este intervalo.
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Intuitivamente la CO;h\_
nuidad signific, que |~
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v

—

Y= flx)
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(B]

La condicion “cerrado”
es crucial como se ve
en el Ejemplo 2.2.

Se omite demostracion.




r

{: gjemplo 2.2. Encuentre el valor maxi
’ . Im : .
ado si existen. 0 y/o minimo en el intervalo

indiC b
a 't ye=s ) ) y
o ' y= h(x)
] S A S
2
1':3.__5,_.__.__———-> 7
—T1234 5 X — —
x _} 2 X
Enf1,5
(1,5] En [0, 5] En [0, 2), (0, 2], (0, 2)

solucion: a) ma"ximof(2) =4, minimo f(1) =1
b) maximo g(1) = g(4) = 3, minimo g(3)=1
¢) En [0, 2] maximo h(2) = 1, minimo A(0) = -1
En (0, 2] mdximo A(2) = 1, minimo no existe
En (0, 2) méximo no existe, minimo no exist;e.

Q . e
(,\. Ejerculclo .2-3- Encuentre el valor minimo y/o méximo en el intervalo
indicado si existen.
a)r  y=/W b)

...........

5 % -:2 | :|l 4 x
En [0, 5] En (-2, 4]

Clase 3. Teorema del valor intermedio

Teorema del valor intermedio

Sea la funcion y = f(x) continua en el intervalo [a,b). Sea f(a) # f(b)
yfla) <k<f(b) of(b) < k< fla), entonces existe un numero c en (a,
b) tal que f(c) = k.

'-@-' Ejemplo 2.3. Demuestre que la ecuacion x3 — 3x + 1 = 0 tiene una
solucién en el intervalo (1, 2).

solucion: Sea f(x) =x3 —3x + 1. La funcién y = f(x) es continua en [1,2].
Por otra parte f(1) =—1y f(2) = 3.
Como f(1) < 0 < f(2), por el Teorema del valor medio existe ¢ en (1, 2) tal

que flc) =0.

O oo
& Ejercicio 2.4. Demuestre que cada ecuacion tiene solucion en el in-
tervalo indicado.

a)2x3+x2-4=0 (1,2 b)log,x+x-2=0 (1,2)

)2’-3x=0 (3,4) d)senx—%x+1=o (%,n)

=,
=
g

o se trata de
{nimo sé
de x don-
ma es-

Cuand
maximo y M
indica el valor
de la funcién to

tos valores.

Y

El minimo nO existe
porque h(x) toma va-
lores mayores qué -1y
que estan en cualquier
cercania de —1.

o

Se omite la demostra-
cion, para la cual hay
que definir el conjunto
de numeros reales de
manera rigurosa.
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Ejercicios de la leccion tervalo' icad( 4)
n
L cion en € -3=0 ™
1 Den:uestre que la ecuacion tiene solu b) log} ** 2 0 &)
a)x -2x3+x-1=0 (1'2) d)cosx“u=0 (' 4

C)(%)x—zuo (0,1)

Leccion 3. Asintotas

Clase 1. Asintotas cerca sin limite

L Se a
|a grafica
Se le denomina asintota a una recta a 12 cuallag

Yy sin tocarla.
Ejemplos de asintotas verticales: . c)y=log2*
a)y=tanx b)y=7% N

Asintotas verticales
= % +nn x=0

(n: nimero entero)

Ejemplos de asintotas horizontales.

1 =2

4
y yw

j X _’__x_)

Asintotas horizontales
y=0 y=0

En la Unidad IV, se aprenderan otro tipo de asintotas.

:,\? Ejercicio 3.1. Dibuje la gréfica. Encuentre la ecuacion de la asintota.
a)y= %+1 b)y= lel c)y=secx d)y=3*-1 e)y=logy(x+1)

42 Unidad Il = Leccidn 3 « Clase 1. Asintotas

Clase 3

— §
Este tipo de asing\
aparece en e i, tag

- t
dominio de |3 funcieddd
n,

S
horizontal. "Mloty



problemas de la unidad A
Clase 1.7
calcule.
a) lim vx log, x
x—-0

b) lim xZZ-JI

 Sadd

/x
c) JLT‘ 2 3
' ion ti indi Clase 2.
), Demuestre que la ecuacion tiene solucién en el intervalo indicado.

a) Iog%x—2x=0 (0,1)

wl=

T
b) tan x = 3x sen x (3. 3)

problemas de la unidad B

1. Demuestre que para cada niimero negativo &, la ecuacion log, x = kx
tiene solucion en el intervalo (0, 1).

Unidad Il = Problemas de la Unidad 43



Matematicas Il|

Unidad

Diferenciacién e integrales
de funciones polinémicas

® Leccion 1: Derivadas de funciones polinémicas
® Leccion 2: Aplicacién de derivadas

® Leccion 3: Integrales

Isaac Newton
(1642 -1727)

{Algo de historiaJ\

Newton fue un fisico matematico inglés. Nacié en Woolsthorpe el
25 de diciembre de 1642. Estudié en la Universidad de Cambridge,
donde recibid la clase de Isaac Barrowa quien reconocid el talento
de Newton. Durante los afios 1664 y 1666, cuando estuvo en su
casa natal para evitar peste, hizo tres descubrimientos magnifi-
cos, es decir el cdlculo diferencial, la ley de la gravitacion universal
y la descomposicién de la luz. Sus obras principales fueron: Phili-
sofiae naturalis principia mathematica (Principios matematicos de
la filosofia natural) y Opticks (Optica).

Su mayor contribucién a la matematica es el descubrimiento del
cdlculo infinitesimal, el cual comparte con su contemporineo
Leibniz. En los siguientes siglos los matematicos desarrollaron
este método y ha sido uno de las herramientas matematicas mas
dtiles.

Newton fallecid en Londres el 20 de marzo de 1727.

Fuente: E. T. Bell: Men of mathematics




. L icas
\ olinom
Leccién 1. Derivadas de funciones P

Clase 1. Velocidad en el instante

» n- etros
Q' Ejemplo 1.1. En la recta numérica, un pu f/’"
a deré- i P

to P sale del punto A y se mueve hacia | ds iy
cha. La distancia y metros, entre |0S punto‘
A después de x segundos estd dada comoy=
20).

do (m/s) del punto P.

a) Haga la gréfica de la funcién y = 2 (¥
b) Encuentre la velocidad metros/segun

Solucidn:

a) A y b
2F--- y= 2x
Respuestal

2 metros/segun

2m/s

E Ax ’_’_1/_,_, doo

: Ay 2

. |
0 1 X Ay 2
Ax

Nota: En este ejemplo, la velocidad no cambia Y
( velocidad = la pendiente de la grafica.
A \<}:

{Q} Ejemplo 1.2. Una bolita P sale del punto A
cae en la pendiente. La distancia y metros entre A
y P después de x segundos esta dada comoy =x2.

Figura 1.1

Ahora la grafica de y = x2 no es una recta, lo que quiere decir, |a velocidad va
cambiando. Sin embargo, si se agranda la parte alrededor del punto (1, 1)
la grafica parece casi una recta. Ahora se trata de encontrar su “pendiente”.

Encuentre la pendiente completando la tabla.
x 1 2 1 11 1 1.01 | 1 | 1.001

46 Unidad IIl = Leccion 1 « Clase 1. Velocidad en el instante

[A]l Relacig,
distancia, el tie Ntrq A
velocidad. Doyla

g

— |
Ax, represent, Iy o~

rencia (o cambig Ifq.

Se aplica lo Mismg €y
1y,

Ax=1_0=1

Ay=2—0=2



—< | O 1 0.9

X . 1
- 099 11T og99 T1
/ﬁ’

f—’“\

3y | — ! ]
/ |

Ay \’\
ﬂi———“\g
solucion:

X 1 1.

—1 1 2 . 1 1.01 1.001
,7%;——— : 01.21 1 11.0201] 1 [1.002001
T__ 3 S 2 0.01 0.001
| &) ] 21 0.0201 0.002001

Ay 3 2.1
| Bx ] 2.01 2.001 -2
—]

0 0.

Ex - 0;1 1 1099 [ 17 0999
)] . 1 0.9801 | 1 |0.998001

Ax 1 0.1 0.01 0.001

1

% 0.19 0.0199 0.001999

= 1 1.9 1.99 1999 |2 =
Respuesta: La “pendiente” es 2 Este corresponde 2 a

“yelocidad enx =1".
Clase 2. Definicidn de derivada
La Figura 1.2 muestra la grafica de una funcién. Se toman
dos puntos P(a, f(a)) y Q(a + h, fla + h)) en |a gréfica. La P 1_)_) __________________ g
pendiente de la recta PQ es flaxh) Vi
fla+ f;]) —fla) flath) oo @
Ahora el punto Q se acerca al punto P. Entonces la
fla) s

pendiente de la recta se acerca a la pendiente de la
recta /, es decir:

|iml@ﬂlj—1@ = |a pendiente de /
h—-0

La funcion que corresponde el valor de x = a, a este
limite se llama derivada de f{(a).

—_—

o ath a+h

s x
/ Figura 1.2
Unidad Il e Leccién 1 » Clase 2. Definicion de derivada 47



-

h) ~fla)
Se .y 1 im- at
3f1x) una funcign, Cuando existe el limite/"(x) = JiT) h

Deﬁnicidn de derivada

. )
€ le denoming derivada de f{(x).

Se de ; . ,
nOmina diferenciacién al encontrar la derivada.

Nota: :
ta: Hay funciones que no tienen derivada.

Flempl 1 :
mMplo flx) = {Zx 1 :’{Zx; )1 a1
IL@_M hlLrg__M’;):—jl}l =2

Por lo tanto

L.r%ﬂl_J’h)_fﬂ no existe.

Q: Ejemplo 1.3. Sea f(x) = x2. Encuentre f'(x).

L Ivh+ h) - 2
Solucién: f(x) = I|m ﬂx+h) —fk _ I|m bothi=a I'm_(.\_"’_ll—hﬁﬁ)_f_’_

h-0 h h-0
_-2xh+h_-(2x Dh _ c+h) = 2x
Nm SR = fime === = im (24 h)

Nota: Si se sustituye x = 1 en f(x), se obtiene f*(1) =2 - 1 =2, el valor que
se ha obtenido en el Ejemplo 1.2.

& Ejercicio 1.1. Encuentre f'(x) y f'(1).
a) flx) = b) flx) = ¢)flx) =2 d) f(x) = x + 3x

Nota: ( Una funcidn diferenciable es una funcion contim]a.]

* Demostraci6n: lim {f(x) —ﬂa)} = Am){wh}

iim Jla 1)~ fla)

AL b=t -0-0

Luego Jim, /1x) = f(a).

48 Unidad Il = Leccidn 1 « Clase 2. Definicion de derivada

U

— |
Otras notacmneS ,\

~

< flx).

Cuando se traty q
funcion y = f(x) h

,ody o
V' (derivad, de
con respecto g y)

Cuando f(x) tiene
derivada se gjcq :

flx) es d |ferenc|aqbl:e
(derivable). ¢

(heg
ﬂl‘f‘h) [2(1‘_}1)_1 (g

fl1+h) -
lim ——— =/11)
h—0" h

. +h—-1
= lim ———=_
h—0" h ‘hl”’g{#
~0 h



r

ase 3- célculo de la derivada

cl 2y
- I L
// Propiedad de derivada ' cignifica derivada
a) c es constante = {c)' =0 o ’ cs;gmo funcion de x.
b) ()Y =kf'(x)  k: constante dec
; {{/f(li))tii))}}' ==§'((J:c)) 'ig '(()Jcc)) se verifica la inversa de
d) d a).
| f'(x) =0enun intervalo
Demostracién: a)Seaflx) =c. f'(x) = lim S+ ) —fx) = flx) es constante en
| B h=0 h este intervalo. By
= ,'1'_% < 7 < = ’|1irr(1) 0=0 Se omite demostracion.
b)Seag(x) = kf(x); g'(x) = lim kf(x + h) — kf(x)
P "0 h WV, I, Clase 2.
- : X —flx ,
=k ;',‘fb*h'/(l = kf'(x)
c) y d) se demuestran utilizando Matematica IV, Unidad Il,
Leccidn 1, Clase 2.
Dela propiedad anterior, se reduce el calculo de la derivada de la funcion
polinémica al de monomios. En cuanto a esto ultimo, se tiene la siguiente: (x) =1
(x2) = 2x

Derivada de monomios (x3) = 3x?
(x7)' = nx"-1 (n: nimero natural)

« pemostracién.  Primero se tiene la siguiente igualdad

bnz (a_b)(a"—l +an—2b+ +an—1—ibi+ bn—l)
(n: nimero natural)
para la demostracion desarrolle el lado derecho.

an__

Luego, seanx + h=a yx=b.

t%

a-x=h
. (x+h)n_xil = i 1 -1 n-2 n-1 .

o b+t "X _ im L (a-x)(@-t+ar-x+ o +x"71) lim a=x
oy = Jim BB = im0

= }'|m (an-1+an—2x+ e g xn 1) =px"-1
-0

@ Ejemplo 1.4. Sea f(x) = 2x3 — 3x + 4. Encuentre f”(x) y f(2).
Solucion: f”(x) = (2x3-3x +4) f'(2)=6-22-3
= (23 ) - (3x) +(4) =21
=2(x3) - 3(x)
=2 .3 .x3-1_3x1—1
=2-3x2-3-1
=6x2-3

No siempre es necesa-
rio escribir el proceso
tan detalladamente.
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@
c .
} (Eiercicm 1.2 Encuentre f'x)vf(2).

x)=4x3_2x+5
C) f(x) = ~5x4 _

D Ejem

Solucic’m:

b)f(x) = 3x2+4x+1
3x2+4x d) flx)=2x-3

Plo 1.5, Sea y = (2x — 1)(x + 3). Encuentre "
Y=(2x~1)(x+3)=2x2+5¢-3
V' =4x+ 5

Q
& Ejercicio 1.3, Encuentre y’ o f'(x).
a)J’=(3x+2)(x+1) b) y = (2x-1)?
) )= o2 4 22)(x - ) d) fix) = 4+ 3= 3)

G o d
@ Ejemplo 1.6, Sea Vir)= % nr3. Encuentre ?V(’)-

4
SO|UCIOn. “F V(r) = —g;n s 3'-2 =4nr2

e . ..
& Ejercicio 1.4. Encuentre la derivada:

d
a) fr)= T, %—f(r) b) g(s)=352_s, :i—s'g(s)
dz
c) y=mrzh, dy =Sy h o
- d) z ya+3y dy

Ejercicios de la leccién

1. Calcule la derivada aplicando la definicion.
a) flx) =-2x b) f(x) =x2-x

2. Encuentre lo que piden.

a)f(x) =5x2-4x+2, f'x), f'(-1)
b)g(x)=(2x+3)3x-1)  g'(x),g’(-2)

c)h(t) = %gﬂ _ddThm' —;—th(l)

50 Unidad I « Leccién 1 » Ejercicios de |a leccion
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Leccién 2. Aplicacidn de derivada

clase 1- Tangente

pefinicion de ta_",se"_te_\o\
Geay= f(x) funcion diferenciable. S
La tangente de la grdfica en el py

cuya pendiente es f’(a).

€a P(a, f(a)) Punto de su grifica.
nto P es |a linea que pasa por P

—
/Ec:a'::i’énfde tangente @@= S
tangente de la gréfica y = f(x) en g|
jﬂa—)(i— a)+fla) ..(1) eNelpunto P(a, fla)) es
e J

Demostracién: la pendiente de (1) es f'(a).
(1) pasa por el punto (a, f(a)).

gjemplo 2.1. Encuentre la tangente 3 |3

afi =x2—
punto (2, 5) de la grafica. Brdficadey=xi-x+3enel

solucion: Seaf(x) =x2-x+3.
f'(x)=?-x—1. f’(z)___3

La tangente es una linea que pasa por (2,5)y cuya pendiente es 3.
por lo tanto,

y-5= 3(x-2), y=3x-1(Respuesta)

é/\? Ejercicio 2.1. Encuentre la tangente de las siguientes graficas en el
punto dado.

a)y=x2"3x'|'4' (1: 2)
(—11 4)

b)y=-3x2+4x+1, (1,2)

c)y:—x3+2xz+1, ("1: 2)

d)y=x3-3x,

@ * Ejemplo 2.2. Encuentre la tangente de |a grafica y = x2 que pasa por
el punto Q(3,8) fuera de la grafica.

solucion: Sea f(x) = x2. Sea (a, a?) el punto de tangencia.
La pendiente de la tangente es f’(a) = 2a.
Como pasa por el punto (a, a?), la tangente es:

y=2a(x-a)+a®, y=2ax-a? (1)

Esta linea pasa por el punto (3, 8), por lo tanto, sustituyendo (3,8) en (1):
8=2a-3-a%, a’-6a+8=0, (a-2)(a-4)=0
a=2y4

Sustituyendo a =2 en (1), se obtiene que: y =4x -4
Sustituyendo a = 4 en (1), se obtiene que: y=8x - 16
Respuesta: y=4x—-4y y=8x-16

La linea que pasa por
(a, b) y cuya pendiente
esmes:
y—b=m(x-a)
[Matemética |. Unidad IV]

Los puntos de tangencia:
sustituyendo,
a=2,4en(a, a?)

(2,4) y (4,16)

Unidad IIl = Leccidn 2 « Clase 1. Tangente 5 1



& * Eje

rCicio
a)y =x2, (2 :).2' Encuentre la

(2, 5)

tangente que pasa por el punto dado.
b)y=-x2+3x, (2,3
dy=3x2-1, (1,-1)

C)y=

—xz‘

Definicign. :
Nicidn: E-n un intervalo una funcién f(x) es:
Creciente: X1 <x; 3 flxy) < fxa)
Decreciente: X1 <x;3 = f(xy) > flx,)

yY'=1s5p Decreciente Decreciente | Creciente
y'=-1<0 y'=2x<0 ! y'=2x>0

Como se ve en es

te ejemplo, ha o . |
id valord
Una funcién y | » hay una relacién entre el cambio de e

signo de su derivada.

Teor . — —_\\\s
o b)Ema. Sea f(x) una funcién continua en [a, b] y diferenciable en Para tilla demOStraci\o';
, D). se utiliza g Teor
’ . Temg
.f (x) >0 en (g, b) = flx) es creciente en [a, b) del valor Medio qye &
f'(x)<0en (a, ) = f(x) es decreciente en [a, b] ;d\;nendera en la Unigyg

194 Eiemplo 2.3. Sea f(x) = x

; 2~ 4x + 1. Investigue el signo de f’(x) y el
cambio de valor de f(x). 8 © d

Solucién: £’ (x) = 2x—-4,f"(x)=0 o x=2

Por lo tanto, se tiene que:

X<2 = f'(x)<0 = f(x) es decreciente
xX=2 = f'(x)=0
2<x = f'(x)>0 = f(x) es creciente.

La siguiente tabla representa el resultado Ay
del Ejemplo 2.3.

%* X<2| 2 2<x N 2 N \ significa decreciente.
S/ (x) - 0 + X
f(x) N -3 A 3 2 significa creciente.

. L, y=x2-4x+1
En este libro se le llama a esta tabla: tabla de variacién.

52 | Unidad lll « Leccidn 2 = Clase 2. Tabla de variacién




vy

Q -ercicio 2.3: Haga la tabla de variacion.
& ) flw) =Xt -6 b) f(x) = 3x2 - 6x

o) fx) =%+ 2 d)f(x)=-x2+4

gjemplo 2.4. Haga la tabla de variacién de f(x) = x3 - 3x
SOIUCiénif'(x) =3x2-3=3(x+1)(x-1)=0, x=-1 yl

a x<-1 -1 -l<x<1 1 1<x
m + 0 - 0 +
m A 2 N -2 /
b\@ gjercicio 2.4. Haga la tabla de variacién.

a) flx) =23~ 3x7 b) f(x) = 262+ 32

¢) flx) = -x3+3x d) flx)=-x3-6x2

clase 3. Extremos Relativos

mf(x) una funcién. Sea x, un punto en el dominio.

se le denomina a flxo):

maximo relativo si f{x) < f(xo) para valores de x aproximados a xo

minimo relativo si f(x) 2 f(xo) para valores de x aproximados a xo

.T

/)

L—’_‘_’/

@ gjemplo 2.5. Haga la tabla de variacién de f(x) = —x3 + 3x2 + 9x y

encuentre los extremos relativos.

solucion: f*(x) =—3x? + bx +3 = ~3(x2 - 2x - 3)
=-3(x—3)(x+1)=0, x=3y -1

IE .
u—57127y

&? Ejercicio 2.5. Haga la tabla de variacién y encuentre los extre
relativos.

a) f(x) = x3 - 6x?

¢) flx) = —2x3 + 9x2 + 24x

maximo relativo f(3) =

b) f(x) = 23 + 9x?
d) flx)=—-2x3+3x2+12x

27

minimo relativo f(—-1) =-5

mos

Los signos
x<-1,-1<x<1 yl<x

se pueden omitir.

7

Se llama también:
maximo local,
minimo local.

Ambos se llaman extre-
mo relativo (local).

En general
x a
flx)) + 10| =
flx)| 2 |fla)] N
/|\
maximo relativo
x a
/) -0 +
fx) | N |fla)] 2
/]\

minimo relativo

Dése cuenta del cambio
de signo de la derivada.
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grado (1)

2 . r
Clase 4. Gréfica de funcion de terceé s 1155
-'”"_ . de x =
0 Ejemplo 2.6. Encuentre los extremos relativos f
Y haga la grifica. iz
S°|UCi6n:f'(x)=3X2—6x—9=3(.\'2"?l"3) : .——;
=3(x-3)(x+1)=0 -1
x=3y-1
T I S R
S'x) |+ 0 - 0 “
W 2] s | v |-z
Méximo Minimo
relativo relativo
=27
& Ejercicio 2.6. Encuentre los extremos
relativos y haga la grafica
' +10
3) f(x) =x*~ 6x2 4 Ox b) f(x) =3 + 12x7 + 36¥
) 7l =20 -9~ 1278

c) f(x) = —2x3 + 15x2 - 24x

Clase 5. Grafica de funcién de tercer grado (2)

O Ejemplo 2.7. Haga la grafica de f (x) =x3 = 3x? + 3x.
Solucion: f*(x) = 3x2— 6x + 3 =3 (x - 1)?

J

1
X
fx)| + 0 + T x
fx) | 2 1

Nota: f*(a) = 0, no siempre significa que f(x) tiene su extremo relativo en
x = a. Hay que investigar el signo del valor alrededor dex=a.

Hay cuatro casos:

X a X a
Sx) | - 0 + x|+ 0 -
S|y | fla)] 2 fx) | 2 | fla)| v
minimo relativo maximo relativo

X a X a
flx) |+ 0 + fx)| - 0 -
flx) | 2 | fla)]| 2 f) |y | fla) |

L No son extremos relativos —-T
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-
S

“La grdfica de f(y)» ~
re decir la grafica ¢
S x).

Para dibujar la Braficy
necesitan los Extrem,,
relativos, si existen

Para dibujar la grafic, ha
que unir los punto
corresponden a |og Extre.
mos relativos, e| i“tErcep_
toenyy cuando se Ped,
los interceptos en x.

De igual forma se debep
hacer los trazos Siguien.
do el comportamient, de
f(x) cuando crece g de.
crece.

€ys

Esta funcion no ;&
extremos relativos,

En (1, 1) la tangente gg
horizontal.




jemplO 2.8. Haga la grafica de f(x)=x3+ 3y, ;/
1ot = 3x2 U
f (x) = 3% +323>0 Y Esta funcién no tiene

ucién
extremos relativos.

5ol -

6\? gjercicio 2.7. Haga la gréfica.
2 -

a)f(X)=x3+3x +3x  b)y=-x3 )y=x+x d)y=-x*-3x

.

e 6. Extremos de funciones

cla
Ejemplo 2.9. Encuentre el maximo y minimo de la funcién f'(x) = x3- 3x? EZ_
enel intervalo [~ 1, 4. Comparar los extremos re-
o iy = 3x2—6x = —9) = lativos con los valores en
golucion: f'ix)=3x?-6x=3x(x-2)=0, x=0,2 los extremos del intervalo.
| -1 0 2 4
1) +] 01 =101+ méximo 16 (x = 4)
flx) -4 0 | N |[-4| 2|16 | minimo-4(x=-1,2)

0\? gjercicio 2.8. Encuentre el mdximo y el minimo en el intervalo dado.
afl =2+ 3 72,2 b)f(x)=—x% + 6x2-9x+2, [0,4]

Clase 7. Aplicacion de los extremos

@ gjemplo 2.10. Hay una chapa de zinc de forma cuadrada cuyo lado
mide 6 cm. Cortando los cuadrados del mismo tamaiio de las cuatro es-
quinas, se hace un recipiente sin tapa de la forma paralelepipedo rectan-
gular. Para que la capacidad sea la mayor posible, écuanto deben medir
|os lados de los cuadrados que se cortan?

Solucién:SeaxcmIamedidadelosladosdeIoscuadrados,xdebepertenecer
alintervalo (0, 3). Seay c¢m3 la capacidad del recipiente elaborado.
La base del recipiente tiene la forma de cuadrado cuyo lado mide:

(6-2x) cm. La altura mide x cm, por lo tanto: y = (6 — 2x)2x = 4 (x3 - 6x2 + 9x)

)’ =120 -4x+3)=12 (-1)(x—=3)=0 Hay que aclarar el do-

minio de x.

x=1,3 Ya
x 0 1 3 161
y' + 0 - :
y A/ 16 N Respuesta 1 cm.

13 pe

S . .. .
é;\ Ejercicio 2.9. En el Ejemplo 2.10, si la chapa mide 5 cm de anchoy 8 cm

de largo, écuanto deben medir los lados de loa cuadrados que se cortan? y =4(x3-6x2+9x)
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Clase 8. Apli . 1)
. .2 nes ( .
plicacién a las ecuacio  es de I siguiente ecuacion

@ EiEmplo 2.11. Encuentre el nimero de distintas soIUCIoneS
X3-3x+1=0,
Solucion: Sea f{x) = x2 - 3y + 1,
Para un nimero real a,

X = a es una solucion de f{x) =a .
tanto:
< el punto (a,0) estd en la gréfica de y = flx), por o

(el nimero de distintas soluciones reales ‘?ef % _}(x) tiene comtin con el eje x).
(el nimero de distintos puntos que la gréfica & =

y'=3x2_3=3(x+1)(x_1)=0’ x:l‘—l

x -1 1
Sx) |+ 0 - o | *
Six) | 2~ 3 v | -1 7
nel ejex,

Como Ia grafica tiene tres puntos distintos comunes €0
la ecuacion tiene tres soluciones reales distintas.

S i - i es.
& Ejercicio 2.10. Encuentre el nimero de distintas soluciones real

- 3 2
a) x3-3x2+2=0 b) x3+3x2-9x+5=0 ¢)x3 +0x2+24x+16=0 d) 2%+ 9%+ 12x 46

Clase 9. Aplicacién a las ecuaciones (2)

0 - , . . 2 el
@ Ejemplo 2.12. Sea a un ndmero real. Investigue la relacion entre

valor de ay el nimero de distintas soluciones reales de la ecuacion
x3-3x2-g=0 ..(1)

Solucidn: (1) es equivalente a: x3—3x2=a

Las soluciones reales de (1) corresponde a los puntos comune

y=x3-3x2 y y=a.

Por lo tanto:

(el nimero de las distintas soluciones reales de f(x) —a=0) = Sea f(x) = x3 - 3x2

(el nimero de los puntos comunes entre dos graficas y =flx) y y=a)

y=x3-3x2

y’'=3x2-6x=3x(x-2) o

s entre

X 0 2 b
f’(x) + 0 - 0 +
flx) | 2 0 N | -2l A2| e | yea

Valores de a | Nimero de distintas soluciones reales : -
a<-4 1 |
a=-4 i
-4<a<0
a=0
O<a

PN WN
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areicio 2.11. Investigue la relacié
. n entre el valor de ay el nimero de distintas soluciones reales

5 ecuacion:
d)x3+6x2+9x+a=0

~a=0 b) x3 — 6x2 —
6x' =4 )%} =6x2~15x~a=0 C)x3-9x2+15x+a=0

clase 10. Aplicacion a la demostracién de inecuacién
Ao .13. Demuestre 3
1) EjemP|°z 13 quex?-3x+2>0

Sgucidn: seaflx)=x*—3x+2. en (1, ).
f'(x)=3x2-3=3(x+1)(x~-1) y.

0 - 0 +
A

?[;‘

Se puede omitir la par-
te que corresponde 2

4 N -
mn 0 (~o, 1).
o la gréfica se sabe quex’=3x+2>0 en (1, co).
0@ gjercicio 2.12. Demuestre la inecuacidn en el intervalo dado.
ax3'5xz+32>0 en (4, o) b) x3+9x2+ 15x>—7 en (-1, o)
0 23+ 15x2 + 36x < —27en (—%0,-3) d)2x3-3x2-36x<44 en (-0, -2)
Ejercicios de la leccion
1. Encuentre la tangente de la gréfica en el punto P. Clase 1
g) y=22—4x+ 1, P(2,1) b) y=—2x2+5x-2, P(-1,-9)
C)y=2xs_4x, P(1,-2) d) y=-23-4x+5, P(0, 5)
2. Encuentre la tangente de la gréfica que pasa por el punto Q, fuerade la
grafica.
a) y= 22 +X, Q(1, -5) b) y=—2x2+x, Q2,-4)
o y=-*-2x+1, Q(l,2) d)y=x2+4x-2, Q3,-6)
3. Hagala gréfica teniendo los extremos relativos en cuenta. Clase4y>5
a)y=—2x3+3)c2+36x b) y=-x3-6x%+15x+50
c)y=4x3+3x2—6x d) y=—4x3+9x? + 12
e)y:—x3—ZX+1 f) y=-x3+6x2—12x-3
4. Encuentre el maximo y el minimo en cada intervalo indicado. Clase 6
a) y=x3—3x, 1) [-2,2] 2) [-2,1] 3) [-3,0]
b) y= —x34+9x2—15x+5, 1) [0, 8] 2) (0,7) 3) [-1,5)
5. Encuentre el numero de distintas soluciones reales. Clase 8
a)2x3—9x2—10=0 b)x3-12x-16=0
6. Investigue el numero de distintas soluciones reales cuando el valor del Clase 9
numero real a varia.
Clase 10

4x3—9x2+6x—3+a=0

7. Demuestre la inecuacion.

23+523x2+36x si x23
Unidad Il « Leccidn 3 ¢ Clase 10. Aplicacién a la demostracion de inecuacio
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Leccion 3, Integrales
Clase 1. Integral indefinida

En . -
fUnI; Figura 3.1 muestra el conjunto de las ( :
Ones Cuya derivada es 2x. -2 Diferenciar
2-1
Ti ) .
odas |as funciones tienen Ia forma: 2 '\' -
X2+C;  (:constante 241
3
X2+ 5

(Demostracign: seq F’(x) = 2x. o
Entonces {F(x)-2x}'=0. : 31
a 3.

De la nota en Clase 1.3, se sabe que F(x)-x2=C) Figur

Ala funcién x2 + C se le denomina funcién primitiva
de 2x y se denota mediante fodx, es decir:

f?.xdx =x2+C.

Generalmente si F'(x) = F(x), se le llama a F(x) funcién grimitiva dEf(x.)-
A una funcién f(x) corresponde varias funciones y todas tienen la forma:
F(x)+C  (C:constante).

Para representar la funcion primitiva de f(x) en general se utiliza la nota-

cion ff(x) dx.

En resumen:

( fﬂx)dx=F(x)+C=oF’(x)=F(x)

2L

Funcion primitiva de potencia de x

fx"dr=n_|1_1x"*1+C (n=0,1,2,3,..) )
Demostracién: (nwlLl xn*l) = Ziix(nu)q:xn
&? Ejercicios 3.1. Calcule.
a) [ax b) [ xdx o [xtdx d) [ x3 dx
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-
LS

Se llama tambig,,
derivada.
Encontrar |3 fUncié
primitiva es [o que 5
dice integrar,

A la constante C ¢, le
denomina CONnstange
de integracién.

~~
antj.

s
A ff(x)dx se le llamg

integral indefinida,

A flx) se le denomip,
integrando.

@
Ena)enlugarde f1dx
se escribe fdx.




ase 7. Propiedad de Ia integra| indefinida

prOPi edad de integral indefinida (N

-
-

deJC
k f(x)dx =k f flx)dx k: constate
(v +gldx= [ fixdx + [ g (x)dx
[ =gl = J fickde - [ g v

pstracion: Al dgrlvar ambps lados utilizando la propiedad de deri
ase 1.3) s obtiene las mismas funciones, R

@ EiemP'O 3.1. Calcule: [ (x2-3x+ 4)dx.
qolucion: [ (2 = 3x + 4)ax

=[xt dx-3[xdx+4 [
lpa_3y
=g 3x +4x+C (C: constante de integracion)

b\? gjercicio 3.2. Calcule.
a) f (xz —5x +3)dx

J f (x3.-2_)c2 +5)dx

b) f (3x2 - 4x - 1)y
d) J (~6x2+ 8x - 5)gy

@ gjemplo 3.2. Calcule: J (e +2)(2x - 1)dx.
olucion: [ (x+2)(2x = Ldx = [ (2x2 + 3x ~2)dx

- %x?' + %xz -+C (C: constante de integracion)
& Ejercicio 3.3. Calcule.
) [ e~ 3)(2x + 1)dx

g [ (2x+3)(3x — L)dx

b) [ (3x+1)(3x - 1)dx
d) [ (3x=2)(3x + 4)dx

@ gjemplo 3.3. Calcule: [ xt at.

_. A1
Solucion: fxtdt=x f tdt=x (?ﬂ.‘. Q)
= -%—x 12+C’
Nota: Como xC es un constante, es mejor utilizar signo mas sencillo: C’.

(C’: Constante de integracion)

&Z Ejercicio 3.4. Calcule.

a)f3,z dt b) fgt dt c) f 4 r? dr d) fxyzzdy
@ * Ejemplo 3.4. Encuentre la funcién F(x) que satisface:
F'(x)=4x-5  F(1)=2.

Solucion: F(x) = f (4x —5)dx=2x2-5x+C .
sustituyendo x = 1 en ambos lados, se tiene que:2=C-3, C=5.

Luego F(x) =2x2—5x+5 (Respuesta)

:/\% * Ejercicio 3.5. Encuentre la funcion f(x) que satisface:

aF'lx)=2x+1  F(0)=3 b) F'(x)=3x2-2x+1  F(1)=-2

;L

En la igualdad que con-
tiene integral indefi-
nida, se entiende que
ambos lados coinciden
cuando se toman valo-
res de constante de in-
tegral adecuadamente.

No es necesario utilizar
diferentes constantes
para cada integral inde-
finida. Basta uno.

Primero desarrolle el
integrando.

&

dt significa integrar con
respecto a la variable ¢.
Se considera constante
la variable x.
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Clas
e3, Integra| definida
Sea F'(x)
=f(x). Sea J
Al N ay b dos nimeros.
O F(b) - e le denomina integral definida de f(x) ¥ s€ denota

Mediante f i fix)dx

Al mj :
SiG oy tempo se representa Ia diferencia F(b) - F(a) por [F(x)
(x) es otra funcion

tal que -
Por |g tanto:G(x) “Fl+c

Gl\P - _ b
y e£te(:;]|:) = IF) + €L, < () + ) - (Fla) + )= FIb) - Fla) = [FUx)e

En N0 depende de la seleccion de la funcién primitiva.
résumen se tigne-

b
-

b
j; Sx)dx = [F(x)]g =F(b)-Fla) donde F’(x)=fx) J
:@‘ Ejemplo 3.5 Calcule: f1 3x? dx.
.’ 1 2
Solucién: 'é 3x?ax= [x3]: =23-13=7
O ..
é\ E}ercicio 3.6. Calcule.

a)j; 2x dx b) f014x3dx ¢) fzsdx
Propiedades de |a integral definida |
b b
a)fa kf(x)dx=kfa Slx)ax
b
) [ U+ gteipa = [ fras + [ gt
b
) [ U ~giepax = [* s - [ glolds

Demostracion: Sean F(x) =f(x) yG’(x) = G(x),

Entonces k F(x), F(x) + G(x) y F(x)-G(x) son funciones primitivas de
kf1x),/ix) + gx) 'y fx) - glx), respectivamente (Clase 1.3)

La conclusidn sale de este hecho y la definicion de la integral definida.

d) -/1-—24xdx

LN

_/

PoR 3
Y Ejemplo 3.6. Calcule f1 (203 — 4x + 6) dx

Solucién: ./1-3(2x3—4x+6)dx =2 '/1—3x3dx—4'(3xdx +6f13dx

=2 F[xP-a. 3 212 + 6P

F(3%-19-2[32-12] 4 6(3- 1) =40 16 + 12 = 36

:ﬁ? Ejercicio 3.7. Calcule.
2
a) /1 (3x3—2x + 1) dx

o) [:(xz—sx—z)dx

b) [03(x2+4x—1)dx
0
d) [2 (—4x2—3x—2)dx
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i te C
Primitiva de f(x), entonces existe una constan

S
St.e Supone que g d%
nio de f(x) contj Mi-
intervalo [q, bl o lbe 8|
) Q]-

P ——
A la constante § se
denomina limite . °

. su
rioryla constate

alim.
te inferior, mi

B

\

El limite superior -
necesariamente Mayor
que el limite inferior

a) Por ejemplo

b
L W)t = kg
= kF(b) - kF(q)
= k{F(b) - F(a))
= K[F@):

=k [ )

Aplicando la Propiedag
se calcula por terming,

Es mejor poner coefi-
cientes fuera de cor-
chetes.



a5 4. propiedad de integral definida
C

propiedades de la integral definida 2 b

d) /aaﬂx)dx =0
o [ S = [ fvax .

b ¢ c
f)/ flx)dx +,/,,‘ flx)dx =/‘; S1x)dx En f) los integrandos
’ deben ser iguales.

ostraCié“: Sea que F(x) = f(x). En f) b no estd necesa-
em riamente entreay c.

g [ finide=FW; = Fla)~ Fla) =0

) /h * fx)dx = [F(x)ly = F(a) = F(b) = ~{F(b) - F(a)}
-~ 1FE=- [ fixds
g [ s+ [ fe)de= (FGS + LG
_(F(b)~Flalt+ {F(e) ~F(b)} = F(c)~ Fla) = [Fo) = [ fix)dx

@

Aplique propiedad f).

" 3 4

@ Ejemplo 3.7. Calcule: _/1 (x2—2x—1)dx+j;(xz_2x_1)dx
3 4

cién;_/;(xZ—Zx—l)dx+£ (x2—2x— 1) dx

4
= '/1‘ (xz—Zx—l)dx = %[x3]:_[x2]:_[x]:

Solu

- l@-13)-(@-19)-(4-1)=21-15-3=3

x Ejercicio 3.8. Calcule.
2 3
a)fo(—x2+4x+2)dx + fz (—x2+4x+2) dx

b) f_;(xz_-p_x+2)dx + lz(x2—2x+2)dx

o ]
é/\ ?emcno 3.9.Pemuestre. . Aplique e); luego f).
) [ fwde - [ fde = [ felds
b c b
o) [ fode = [ S = [ fnax
® Ejercicio 3.10. Calcule.
4 4
o) [ (3x2=2x+ 1)k - J G-+ 1ds
3 0
b) f_l(x2+4x—1)dr—f_l(x2+4x—1)dx
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Clase 5, Integral definida y derivacion
Si F’(X) :f(x) entonces F’(l) =f(t)-

Por
lo tanto, para un nimero real a,

-[xﬂ’)d’ =[F ()], = F(x) - F(a)
es una funcion de x.

Derivando ambos lados con respecto a x, se tiene que

% f floydr = {F(x)-Fla)) = F'(x) = flx).
- —

Relacién entre integral definida y derivacion

% f " fde =1

Y Ejemplo 3.5. calcule: < [ @r-ar+1)d.

Solucidn: % j:l (32—2r+1)dr =3x2-2x+1

S .
C\ Ejercicio 3.11. Calcule.

d [~ X
a) E/; (P +3t+3)dr b) 7%]:2(t2+t‘3)df

o) [ (x+3)ar &) L[ @

"@’ Ejemplo 3.9. Encuentre la funcién f{x) y el numero real a, que satis-
facen:

[ fidr =x2+3x-a.
Solucion: Derivando ambos lados con respecto a x,
se tiene que f(x) = 2x + 3.

Sustituyendo x = a en ambos lados, se tiene que:
0=a?+3a-4, (a+48)a-1)=0, a=-4,1
Respuesta: f(x)=2x+3,a=-4,1

& Ejercicio 3.12. Encuentre f(x) y a.
a) [ flodt =x2-3x+2 b) [ fliydr ==x2+2x+3

o) [ fidt =263-3x+1 d) [ fldr =-202+x+6
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~3
S

F’(x) es una dEFiv;
con respecto a .
F’(t) es una derivy ds
con respecto a ¢,

—
=

Se le denomina 3 gst\e
resultado Teorem; fun.
damental del Calcylq
infinitesimal, perg con
diferente definicigp, de
la integral definida.

—4

En d) aplique Clase 4 e).

S

/a.x Sl)dt =0(Clase 4 )




58 6. integral definida y drea
cla
(9

)E::s ordenadas del punto A donde x > 0.

03.10. Enla figura, la ecuacién de la recta BCes y = x + 1. Sea

0

prese e ABCONX
a)E St 1) dred del trapeao OABC. Exprese S(x) con x.
))S cuentré §'(x).
4 b a) AB = (Ia coordenada x del punto B)=x+1

U
50 b) Slx) =5 (0C+AB) 0A=—{1+(x+1)}x——x1+x

c)S'(x)=x + 1
ote e]emplo S'(x) = (la ecuacion de la grafica).

En |ac10n se verifica con cualquier funcion continua como la siguiente:

p dos numeros reales tal que a<b.
x) una funcion continua yflx)20en[q, b].
S el 4rea de la parte delimitada por y = f(x),
s rectas paralelas al eje y y que pasan
(x, 0) donde @< x < b.

ahun numero positivo talquex+h<b.
se el maximo'y m el minimo de f{x) en [x,

y=flx)
y A

S(x)

X
a x xthb =

x + h). Entonces el drea de

sea Mn
|a parté sombreada, se tiene que:

h-my< S+ h)=Slx) Sh- My,
como h> 0, se tiene que: m; < M’i <M,

= lim my=flx), se tiene que: lim

olim M
Com " a0t h50+

>0t

; verifica lim
De la misma manera se )

h->0~
Lego  S'x) =/l

sor o tanto, se tiene que S(x) = [ rinar+c.

Com

Sea$S el

) I|m Sx)=0y Ilm f floydt =0, se tiene que C=0.

area dela parte rodeada pory=f(x), el ejex, lasrectasx =ayx= b.

Slx+h)-Skx) _

A = flx).

St +h) =St _ 71y,

La funcién [ flidr es

derivable, por lo tanto,
continua (Clase 1.2).

Luego, lim fx flo)dt
x—a a

- j:f(t)dt=0.

Como Ilm S(x)=Sy I|m f flo)dt -f fl1), se tiene lo siguiente:

Si f(x) es continua yflx)20en|a, b],
entonces el drea S de la parte sombreada es:

S= [ " flx)

.NW

Es esencial que la par-
te sombreada este por
encima del eje x.

A

63
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Solucién: Como la parte ests por encima del eje %,

C'llase 7. Célculo de area Y
& da. ’
) Ejemplo 3.11. Encuentre el drea de la parte - &

4 18-
./;xzdx-g[ﬂ]l—-’-l

&
é\ Ejercicio 3.13. Encuentre el drea S de la parte sombread?: d |

y=X3+2X2

X
X 1 2

1 y=E=x3+ 24 3y

-2

endida entre dos graficos

Clase 8. Area de la parte compr

b tal que f(x) >glx)enla, b].

Sean f(x) y g(x) funciones continuas en [a, _
y=glx)x=ayx=bes

El drea S de la parte delimitada por y = f(x),
b
s= [ (/- glba}ar.

Demostracién: Sea M un nimero tal que g(x) + M 2 Oen[a, b].

Sea S, el drea de la parte delimitada por y = f(x) + M, el ejex, x=ayx =b.

Sea’S, el drea de la parte delimitada por y = glx) + M, el ejex,x=a ¥ X= b.

Entonces, se tiene que: Es esencial que f(x) »
g(x) en[a, b]

$=S,- S;= _Lh{f(x)+M}dx - fab{g(x)+M}dx
= [ U+ M)~ {gle) + M)l = [ {71 glabe

204 Ejemplo 3.12.
a) Haga la grafica de las siguientes cuatro lineas: y =x2+ 1,y =—x%, x==1,x= 2

b) Encuentre el drea S de la parte delimitada por las lineas dadas.
b) Como-x?<x2+1 en [-1,2],

Solucién: a) y=xi+l
S= f2 {lx? + 1) - (=x))ax
- ffl (2x2 + 1)dx Lo importante es saber
2 qué grafica esta por en-
= 3 [¥3]? 2 - = :
335+ x5 =6+3=9 cima de la otra.

& * Ejercicio 3.14. Haga la grafica de las cuatro lineas y encuentre el
area S de la parte delimitada por las lineas.

a)y=x2+1,y=2x-2,x=-2,x=1 b)y=-x,y=-2x+2,x=-1,x=2
Q)y=x2+1,y=-x2-1,x=-1,x=2 d)y=x2-4,y=-x2+4,x=-1,x=1
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a8

g. Area de la parte delimitada por dos lineas

clase .
i 3.13. Encuentre el area Sde la parte
) E.‘teada por dos lineasy=2x? y y=2x+4,

ml
geli™

Primero haga la gréfica.

. Las coordenadas x de los puntos comunes

50|Uc'°r;5 (ineas son 1as soluciones de la ecuacién

—

4,
Y _0, x-x-2=0

y ’4 .2
2J‘2'v 1)=0, x= 2,-1 La 'partfe en cuestion
L)kt ' esta delimitada por

¥ y=2x2, y=2x+4,

1¢2x+4 en [F1,2):

(omO 2 —2xdx = (2. (~2x2 x=-1y x=2.
g= [} {(2x+4) Yx = [2 (~2x2 + 2x + 4)dx

Por lo tanto, se aplica la
formula de Clase 8.

-
=

,% (), + % +4lx); =-6+3+12=9

jercicio 3.15. Encuentre el drea S de la parte delimitada por las dos

Xe
|ineas:
=2t h y=-% b)y=x2-9, y=0
2y =
)v~x2+4, y=-2x-4 d)y=-x% y=x-6
e
7 + gjemplo 3.14. Encuentre el drea S de la parte delimitada por Lo importante es la re-
_B3-3x Y YT X. lacion entre las dos gra-
b ficas.
solucion: L3S coordenadas x de los puntos comunes de las lineas:
B-I=X x3—-4x=0.
x(x+ 2)(x -2)= 0,
X= —2, 01 2

En[-2,0] x$x°— 3x

en[0,2] x3-3x<x

S=f‘_’z{(x3—3x)—x}dx+f;{x—(x3—3x)}dx
= ffz (x3—4x)dx+ fé (4x — x3)dx
L g, 20, +2 0205 - 5 %
:—4+8+8"4=8

& * Ejercicio 3.16. Encuentre el rea S de la parte delimitada.
a)y=x3+6x2, y=7x b)y=x3-6x2, y=0
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Ejercicios de 1a leccién

1.

Calcule. Sea C el constante de integracion.
a) [ (x2-4x + 5)gx

b) [ (~2x2 + 5x + 4)cix

) [ (x-1)x2+x+1)d

d) [ 3t+2)(t-1)dr

- Encuentre la funcién F(x) que satisface:

F'ix)=x2-x+1, F(-1)=2.

. Calcule.

a) f_:(x—a)(x+ 1) dx
b) fo—a Bx—1)(x+1)dx

o [ (= Dx+2)de

. Calcule.

a) _[:("1)(t+2)dt—jj(x—»l)(t+2)dt
b) ,lz(xz_x)dx_/;z(xz—x)dx

. Encuentre f{x) y constante a que satisfacen:

a) fﬂt)dt=3x2+zx—1

o) [ flodr =x1~ax+4

Encuentre el area S delimitada con las lineas.

.a)y=-x2+4x, x=-1, x=2, y=0

b)y=x3, x=1, x=3, y=0

.a)y=x2-4x,y=x3,x=1,x=2

b)y=x2‘4:x=—1;x=1:y=0
cJy=-x2+2x,y=-2x+3,x=0,x=2

a)y=x2+2x,y=—x2-x+2
b)y=2x2, y=x2-2x+3
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[ -

Pramemas de la Unidad A

imero entero n ;
;. €2 punnu ; 0 negativo, Demuestre:
axzndx =2 /. xlndx
a) |, Jo

)faxz"“dx =0

a

B
oo 60l 3

3, Haga a graficade y = x4 —4x3 - g8x2,

problemas de la Unidad B

i dos gréficas y = flx) y y = g(x) tienen puntos comunes p a,
g a(B./1B)), donde @ < By si: (@, fla)) y

flx)—glx)=ax2+bx+c20 en (e, B,

entonces el area S de la parte delimitada por las dos graficas es:

Con este resultado se
S= "% (B -a).

calcula el area de la
parte delimitada por
parabola y la recta o
por dos parabolas.

Aplique Problema de la
Unidad B 1.

pemuestrelo utilizando Problema de la Unidad A2

. larectay = ax divide en dos partes de la misma area la parte delimitada
por
y=x-2x y y=0.
Encuentre el valor de a.

3. a) Encuentre las funciones f(x), g(x) y h(x) que satisfacen lo siguiente:

flx)  si x<0
|x2-3x|={ glx) si0<x<3
h(x) si3<x

4
b) Calcule f_2|x2—3x|dx.

4. Encuentre la funcién f(x) que satisface fzf(t)df as iiria cons:
0

flx)=x+ fozf(t)dt tante.
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ORACION DEL HONDURENO

: il
iBendiga Dios la prodiga tierra €n que nacl’

uvias sus campos labrantios;

Fecunden el sol y las Il
zas esplendan

florezcan sus industrias y todas sus rique
bajo su cielo de zafiro.

una sola voluntad,

Mi corazén y mi pensamiento, €n
esfuerzo por su cultura.

exaltaran su nombre, en un constante

NUmero en accién en la conquista de sus altos valores morales,
factor permanente de la paz y del trabajo, me sumaré a sus energias;
y en el hogar, en la sociedad o €n los negocios publicos,
en cualquier aspecto de mi destino, siempre tendré presente
mi obligacién ineludible de contribuir a la gloria de Honduras.

Huiré del alcohol y del juego,
y de todo cuanto pueda disminuir mi personalldgd,
para merecer el honor de figurar entre sus hijos mejores.

Respetaré sus simbolos eternos y Ia memoria de sus proceres,

admirando a sus hombres ilustres
y a todos los que sobresalgan por enaltecerla.

Y no olvidaré jamas que mi primer deber sera, en todo tiempo,
defender con valor su soberania, su integridad territorial,
su dignidad de nacion independiente;
prefiriendo morir mil veces antes que ver profanado su suelo,
roto su escudo, vencido su brillante pabellon.

iBendiga Dios la prodiga tierra en que naci!

Libre y civilizada, agrande su poder en los tiempos
y brille su nombre en las amplias conquistas de la justicia y del derecho.

Froylan Turcios



